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Principe de moindre action

On definit une action en mécanique classique par :

S=J L(g,.q")dt

Ou L appel¢ lagrangien est une fonction des coordonnées ¢, g'i qui sont
les coordonnées genéralisces.

Les équations du mouvement vont s'obtenir par le principe de moindre
action, l'expression de S est un extremum sur la trajectoire.

Le calcul général de cette condition s'exprime par I'équation de Lagrange.



Lagrangien

Le lagrangien L(x', x") d'un systéme dynamique est une fonction des
variables dynamiques qui permet d'écrire de maniere concise les
¢quations du mouvement du systeme. Le lagrangien classique d'une
particule est €gal a 1'énergie cinétique moins I'énergie potentielle.
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On obtient I'équation du mouvement : g2 .
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L =[d L (& 0,8

et en dérivant les équations du mouvement de I’équation de Lagrange :

OL/3D -3, [OL/3(8, )] = 0.

Ou L est la densité de lagrangien. &' les champs. dx* I’élément de volume (a quatre
dimensions en relativité génerale).



Théorie de Jauge

Un Univers qui ne serait constitué que de quarks et de leptons serait ennuyeux et improductif.
La dynamique est ce qui décrit leurs interactions, en particulier les états liés dans les hadrons et
les atomes. Une consequence intéressante de la Relativité et de la Mécanique Quantique est que
leur interaction peut étre décrite en termes d'échange de particules de mediation.

Ce n'est pas difficile a comprendre.

Considérons deux particules chargées, disons un proton et un électron, séparées par une
distance finie. Etant chargées elles exercent l'une sur l'autre une action Coulombienne
"électronique” . Supposons que nous deplacions légerement le proton. Le champ environnant va
changer , ainsi que son influence sur I'électron. Mais la Relativité Restreinte nous dit que la
perturbation ne peut pas se propager plus vite que la lumiere ( pas d'action instantanée a
distance).

Théorie des champs

La description moderne des forces s'appuie sur la notion de champ, donc la perturbation va
moduler le champ entre le proton et l'électron. LLa meécanique quantique considere ces
modulations comme des degrés de liberté dynamiques qui doivent étre quantifiés comme les
autres. Les excitations minimales ( quanta) du champ sont interprétées comme des particules, et
'interaction entre un proton et un electron est decrit en termes d'échange de ces particules.
Comme les équations de Maxwell nous enseignent que le champ électromagnetique a des
solutions ondulatoires, dont la lumiere est un exemple. nous identifierons ces particules,
associées au quanta du champ, aux photons qu'Einstein a introduit pour expliquer I'effet photo-
electrique.



Théorie de jauge

Exemple des pions

Regardons comment ca marche sur un exemple simple, qui nous permettra €galement
d'introduire le concept de champ, fonction de l'espace temps dont la quantification des
excitations elémentaires seront interpretées comime des particules.

Nous nous en tiendrons a la Relativité restreinte ( la Relativité Générale conduisant a un
formalisme complexe rarement neécessaire, sauf en cas de conditions extrémes, a proximite
d'un trou noir par exemple). Un traitement plus exhaustif du champ Relativiste est présenté en
annexes B et C.

Un pion, 74+ par exemple, a un spin de 0 et peut étre représente par un champ scalaire @ (x) ou
x représente la coordonnée d'espace temps x # .Par une transformation de Lorentz x — x' et le
champ se transforme comme suit:

d'(x)=D(x) (6.2)



Théorie de jauge

Theéorie des champs relativistes

En théorie des champs Relativiste, il nous faut aussi décrire simultanément I'antiparticule 7 -.
Ceci est nécessaire du fait que dans les réactions énergétiques des paires de pions peuvent
emerger ex nihilo. Par exemple dans les collisions proton/proton, la réaction:

p+p—p+p+ 7 + 7 estpossible sil'énergie cinétique de la paire de protons incidente au
centre de masse est superieure a l'énergie de masse au repos des deux pions. On pourrait
introduire deux champs scalaires @;(x) et @(x) pour decrire respectivement le pion et
'antipion. Il est plus €légant de considérer @;(x) ef @.(x) comme la partie réelle et imaginaire
d'un champ complexe :

D (x)= p(x) €99 = ( D,(x) +i Dxx))/V2.



Théorie de jauge

Equation du mouvement

Si le champ est sans interactions, 1l va satisfaire 1'équation (Klein-Gordon) relativiste du
mouvement :

o® (x)=(¢*ot2 - V) D (x) =m® D (x) (6.3)

ou m est la masse du pion (Cette équation s’appliquant aussi pour le champ conjugue @* qui
associé a @ peut produire deux états indépendants au lieu des deux fonctions @p(x) et @ax)).

Cette équation est invariante par transformation de Lorentz. car le d’alembertien o et m? sont
invariants tous les deux. Elle est la transposition. en termes d’opérateurs appliqués a la fonction
d’onde. de I’équation de la norme du 4-vecteur p donnée par pup* = m?c?, (p —Cu).
L’équation (6.3) peut étre dérivée de I'équation d’Euler Lagrange (cf B.27)

o Lie®* - ¢,[¢ Lie(6,@*)] =0 (6.4)
Choix du Lagrangien
S1 nous choisissons la densité de Lagrangien invariante par transformation de Lorentz L(x)

L(x) = % (G @)* (@D (x)) + ¥ mX(D*(x)D(x)) (6.5)

On note la convention d'Einstein de sommation, &,&"= 6,&° +6,8" +6:8" +8: & .



Théorie de jauge
Invariance globale
On voit que (6.5) est invariant par changement de la phase d'une méme valeur partout,

d— £°d avec o constant, du fait de la présence des fonctions conjuguées.
Ceci est appele une invariance globale du Lagrangien.

Invariance locale

Supposons maintenant que nous voulions que le Lagrangien soit aussi mvariant par un
changement de phase qui pourrait avoir une valeur différente en chaque point, &= a (x).

Cec1 est appelé une invariance locale ou encore invariance de jauge.

Tel quel . les dérivées partielles ne permettent pas lI'invariance. Nous sommes amenés a ajouter
d'autres champs 4, (x) a la dérivée avec les régles suivantes:

ﬁp _,}DFE ﬁp - f.‘lp (.T) (6;6}
et poser

Aplx) 2 Au(x) + 6 a(x) (6.7)
Quand

D (x) = € D(x)

Le champ A, que nous avons ainsi introduit s'appelle le potentiel électromagnétique.



Théorie de jauge

Dérivée covariante de jauge

L'équation (6.6) définit I),, la dérivée covariante de jauge, qui est similaire a la dérivée
covariante que nous avons introduit en Relativité Geénérale ( cf 3.36).

L'équation du mouvement devient alors:
(D D*-m3) @ (x) =10 (6.8)
qui décrit les propriétés électromagnétiques d'un champ scalaire charge.
Deémonstration: de I'invariance du Lagrangien par la dérivée covariante de jauge
Dy (x) = Gu Yx)- idu (x)P(x) (6.6 bis)

D, [¢**D(x)]—>

Ouf(x).€' " +i @(x). s atlx)e" - idu(x)P(x).€'*-i P(x)Buat(x)e' ™™ = Gu(x). €% idu(x)P(x).
= Dud(x)

Le deuxiéme et le quatriéme terme s’annulent. On peut alors mettre en facteur .

Le terme conjugué ou @¥x) — Drx) ¥, donne ™[ DHyx)] *

Le produit D, D" = €D, d(x) e’™ [DHg(x)] * = e ™™ D, dx) [D*d(x)] * = D, d(x) [DFdyx)] *
vérifie I'invariance.

Nota : La position de ['indice u dénote la convention de sommation d Einstein. En espace de
Minkowski on peut abaisser ou élever sans que cela change le résultat (ce qui ne serait pas le
cas en relativité genérale)

Pour plus de détails voir: http.//www-cosmosaf.iap.fr/Dynamique Relativiste.pdf



I Théorie de jauge : Signification physique de la méthode

Tout cela a des allures de passe-passe ou, a la fin, le magicien sort le
lapin du chapeau (pas mexicain cette fois) : Mais qu'avons nous fait ?

Nous avons voulu rendre la loi, du champ ¢lectronique de la particule
chargee, invariante par un changement local de phase (invariance du
lagrangien).

Pour aboutir a cela, nous avons €té conduit a introduire d'une part :

Un nouveau type de dérivée (qui tient compte d'un champ comme en
relativité générale la dériveée covariante tient compte de la courbure de
I'espace temps) ce qui montre leur parente.

D'autre part, une lo1 de transformation de ce nouveau champ lorsqu'on
opere un changement de phase.

Cec1 definit le nouveau champ (€lectromagnetique) avec ses lois de
couplages au champ ¢lectronique.

C'est ce qui fait dire que c'est la symétrie de jauge qui contraint et deéfinit
les lois de ce champ ¢lectromagnétique.



La non commutativité des rotations spatiales
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Figure 41.1.
Rotation about the vertical axis through 90°, followed by rotation about the horizontal axis thro
90°, gives a net change in orientation that can be achicved by a single rotation through 120° &
an axis emergent from the center through the corner A,



Figure 41.5,

“Orientation-entanglement relation™ between a cube an

walls of a room. A 360° rotation of the cube entangls
threads. A 720° rotation might be thought to entangle t
still more—but instead makes it possible completely to ¢
tangle them,



Rotations spatiales et spineurs

T TT——— T

Figure 41.6.

An object is connected to its surroundings by elastic threads as in Figure 41.5. (Eight are shown here;
any number could be used.) Rotating the object through 720° and then following the procedure outlined
(Edward McDonald) in frames 2-8 (with the object remaining fixed), one finds that the connecting threads
are left disentangled, as in frame 9 (lower right).



Il LE GROUPE DE SYMETRIE C3y DU TRIANGLE EQUILATERAL

Fi1G. 1.2 - Le choixz d’azes Ozy correspond au choix de malvice T(S4) donné en (111.5)

Le groupe de syméirie du triangle équilatéral possede six éléments

1) I'identité,

2) les rotations R, et By d'angle 27 /3 et 4 /3,

3) les trois symétries S4, Sp et Se par rapport aux trois hauteurs passant respectivement
par A, B et C.

S I (B R:]Sa]Ss]5c
T 1 |R | R|Ss]Ss]Sc
BB | R | I |8s|5c]54
B l| R | I | B |Sc|Ss]|Ss
Sall SalSc|ss| 1 | R | B
Spl Sp | SalSe|R | I |R,
Se | S | Sp | Sa | Ry | Ry | I

La table de multiplication du groupe est donnée dans la table précédente (la vérifier et vérilier
qu'il s'agit d'un groupe).

On peut prouver qu'il n'y a que trois représentations, dites irréductibles, (voir la suite pour
une définition) :

1) tous les éléments du groupe sont représentés par 1.

2) les rotations et Uidentité sont représentées par 1 et les symétries par —1.

3) une représentation matricielle donnée par:

(1 ‘ o -1/2 B2y R AV BRVETD
) ( 1) P T (-V’H;'Q 1/2 )"HRZ] ( V3/2 1;‘2)

T(.‘;A]—(l l) : T{.‘f;r;]—( V3/2 5'2) . T(5c) = ("/"”'2 1/2 ) (111 3)

Ih_.

i

1/2 W3/2 1/2 —+/3/2
Iy adone deux représentations de dimension 1 et une de dimension 2. II est trés Instructif de

vérifier que la table de muliiplication du groupe est reproduite par chacune des représentations.



Groupes de Lie — groupes SO(3) et SU(2)

Le passage des groupes discrets comme 'y aux groupes continus (infinité continue d'éle
ments) comme le groupe des rotations s'accompagne de pas mal de bouleversements guant
aux représentations de ces groupes et on ne peut pas directement transposer en général aux
groupes continus ce gqui est valable pour les groupes discrets. Deux grandes catégories de groupe
se distinguent de ce point de vue, les compacts, pour lesquels le(s) parameétre(s) du groupe
varie(nt) sur un compact (exemple: les rotations ou l'angle varie entre (0 et 27) et les non
compacts pour lesquels 1l n'en est pas ainsi (exemple: les translations ou les parametres varient
sur tout R”, les transformations de Lorentz on la rapidité varie sur ). Pour tous ces groupes,
la notion de représentations rréductibles garde son sens mais leur nombre — toujours infini
leur unitarité et leur dimension sont non trivials. Les groupes compacts sont ceux qui sont le
plus proches des groupes discrets: presque tout se transpose, le nombre infini — discret de
représent ations irréductibles unitaires étant la différence majeure. Nous allons voir maintenant
en détail ce qu'll en est pour le groupe des rotations.



A Les vecteurs - algébre de Lie du groupe des rotations

Effectuons, par exemple, une rotation des axes d’angle # antour de Oz, Appelons (€7, €, €5)

et (67" 6ey',e4") les “vecteurs” de base des deux systémes d’axes.
a
V
Z
y T

r

b4
FiG. 2.1 - Rolation (passive) du sysiéme d’axes

Par définition, dans le point de vue passil, les vecteurs ne changent pas, seules leurs composantes
le font. Ce changement de composantes est donné par®:

3 3

Sovie=vV=>3ve (1.1)

!
=1 g=1

avec (attention aux signes)

)

=

€] cosf  sinfd () &
') = sinfl cosfl 0 ey (1-2)
f_,'.:} ! () i 1 t‘_'.}
Par définition de la matrice K, on a done:
3
€' =2 R é (1.3)
k=1

011, par conséquent, j est un indice de ligne et £ un indice de colonne. On en déduit :

3 3 3
Vi=2 ViRi=3) (‘R)yVi=3 (R ")V} (14

a=l1 =1 a=l1

car I est une matrice orthogonale (i.e. de rotation) et donc £ ' =*R. On en déduit donc :

pe—

4
Vi=3 RaVi (15
k=1



Les composantes se transforment done comme les “vecteurs” de base dans une transformation
passive 1,

Il va etre intéressant dans la sulte de considérer les translormations infinitésimales car, d une
part, elles sont tres simples et plus commodes a manipuler que les transformations linies et,
d’autre part, on va montrer que I'on peut reconsiruire les transformations linies a partir de ces
transformations infinitésimales, s1 bien que 'on pourra, pour tout ce qui sulvra, se limiter & ces
transformations (voir cependant U'encadré 11 et la page 32). Prenons par exemple une rotation

infinitésimale autour de I'axe (J)z;

1 af
R=1| -89 1 (1.6)
1
et caleulons 8V, = V' — V, on trouve:
oV ot W
oy | = af Vo (L.7)
oV Vi
Appelons
il
L=>5L=11 .y
alors”®
3
aV; = idb Z{}zju Vi |1 {‘]:l
=1

On peut définir de méme®

.L_—.,r]—(. . —i : ..T_—.}'g—( Lo (1.10)
L TR

Au niveau
infinitésimal,
au premier
ordre, cosO =1
et sin@ = 60.



et on aurait les mémes relations pour les rotations infinitésimales autour de Oz et (Jy. Remar

quons gue

(Ji)jk = —teijn (I.11)

avec € le tenseur totalement antisyméirique, ie. antisymétrique dans I'échange de n'importe
quelle paire d'indices et tel que €03 = +1. Il n'est pas trés compliqué de retrouver 'effet d'une
rotation finie autour (Jz & partir de l'expression de la rotation infinitésimale car la rotation

d’angle # est la succession des N rotations d'angle #/N considérées comme infinitésimales si

;n'\"r — X0,
3 0 N
V=3 (1 + i- T.Iz) Vi (1.12)
=1 - i
Or
g\ < (ig)*
: S _ afid. il k ¢
\]1_}11;: (l + :.N.}'z) ¢ 3; i (J.) (1.13)
SOl
R(9, %) = (1.14)
On peut dailleurs le vérifier directement :
i) .
e — 1 b, + —U‘}' J2+ .
1 ] 0° /2
= 1 + | ¢ + 0% /2 +...
1 0
cosfl  sin#
= sinfl cos ¥ (1.15)
1

Les relations précédentes se généralisent pour une rotation autour d'un axe quelconque (ca

nwest pas tout & fait trivial) ™.

R(0,71) = 07 — ¢i0cTot8yJy+8:7:) (1.16)




oil § = 07 avec 71 = vecteur unitaire suivant I'axe de la rotation et § = angle de la rotation®.
Attention, .J est un “vecteur” dont chaque composante .J, est une matrice.

On a maintenant un résultat qui s'avérera trés unportant pour la suite: I'ensemble des .J,
est clos sous l'action du commutateur (le vérifier en se servant par exemple de 1.11)):

3
EARAREDICT/ (L-17)
k=1

par exemple: [J.,.J,] = /.. Remarquons que ce ne sont pas des relations linéaires. L'ensemble
des trois J; munis de ces relations de commutation forme algébre de Lie du groupe des rota

tions. On appelle constanies de structure du groupe SO(3) les ie ;.

Exercice: Il est trés commode, pour certains caleuls, d’écrire .J; sous la forme
Ji = i >k en j k] avee |1 = €. Vérilier cette relation et retrouver, grace a elle, le
commutateur de deux .J quelconques.

En résumé, on a vu que 'on peut consiruire n'importe quelle rotation a partir des trois .J;

seulement et que ces trois .J; vérilient une algébre trés simple de commutation.

Mais il v a beancoup plus fort. .. Comme I'ensemble des rotations orme un groupe et gu’une
rotation quelconque des composantes d'un vecteur peut s'écrire P.\;p{s.f)'.,,"']: il doit exister, pour
chaque i ef .ﬁ’r', un 6" tel que:

(1.18)

Le caleul de #" en fonction de # et #' est non trivial et a conduit Hamilton & inventer les
quaternions. On ne va pas ellectuer ce calcul mais simplement se convainere de (I.18). La

formule suivante dite de Campbell - Hausdorfl (et pas mal d'autres) :

F_.'—.f_.rl' — At B "—_.'—.:.rJ'_ k...

(1.19)

ol tous les termes suivants, difficiles & calculer, s’expriment uniquement en fonction des com

mutateurs emboités de A et B,

_*'l! *l-‘lr—j' s -‘U _*'l! U : _"!-! _*'l! *lﬁ : =3

La relation (1-17) caractérise
les rotations spatiales 3D.

Ce ne sont pas des propriétés
intrinseques des générateurs
infinitésimaux, (qu'on pourrait
croire censer en caractériser la
nature structurelle, car toute
rotation peut Etre réalisée par
un enchainement de telles
rotations), mais l'algebre de
Lie donnant la relation entre
ces générateurs qui  est
fondamentale. Ceci corroborre
I'idéee que l'objet élementaire
dun groupe n'a pas de
structure propre mais que cette
structure est définie de maniere
relationnelle avec les autres
membres du groupe et que
c'est bien le groupe qui est
fondamental. (cf. «le nouvel
esprit scientifique » de G.
Bachlard par exemple).

Si les matrices Ji, génerateurs
de SO3 ont une struture
(antisymetrique), c'est que
SO3 n'est pas fondamental,
mais les générateurs de SU2
n'ont pas cette symeétrie !



et le fait que les .J; forment un ensemble clos sous I'action du commutateur,

[ o J] ] o,

nous montrent que U'éguation {(I-18) est bien vérifiée et done que #" existe effectivement. Mais
on en déduit aussi que #” = 67(0, 8"} est une fonction entiérement déterminée par les relations

de commutation des J; enire eux et done que...?

Toute 'information sur la table de multiplication du groupe des rotations
est codée dans 'algébre de Lie du groupe.

On en déduit une conséquence trés inportante pour la suite. Supposons que nous cherchions
les représentations en termes de mairices N x N du groupe des rotations. Supposons également
que nous ayons trouvé 3 matrices 7;, hermitiennes, N x N, vérifiant la méme algebre que les
g

3
T Tl =) e (1.20)
k=1
alors Iensemble des matrices
D(f) = "7 (I1.21)

vérifient obligatoirement la méme table de multiplication que les R(#) et forme donc une

représentation unitaire de ce groupe'®. On en conclut done I'énorme simplification suivante :

Pour avoir une représentation du groupe des rotations en termes de matrices
N x N, il faut et il suffit d’obtenir une représentation de 'algébre de Lie du
groupe, i.e. d’avoir 3 matrices N x N qui vérifient les mémes relations de
commutation que celles existant entre les .J; et qui soient hermitiennes.

Forts de ce théoréme, nous allons chercher ces représentations. Mals avant, un peu de vocabu
laire.
1) Le groupe des matrices R(f) est appelé SO(3).
5 = spécial <= det B = +1,
() = orthogonal réel <= R est une matrice de coeflicients réels vérifiant 'R = R !,

3 = H est une matrice 3x 3.



2) i, Js. Jy sont appelés les générateunrs inflinitésimaux du groupe.

3) Les relations de commutation entre les générateurs forment 'algébre de Lie du groupe.

4] J?= 32,02 commute avec tous les générateurs J;. On appelle I'opérateur de Casimir
du groupe. On peut montrer que c’est le seul (& un facteur prés) opérateur construit avec les
Ji qui a cette propriété. On peut en dédulre grace & un théoréme, appelé le lemme de Schur,
quil est par conséquent proportionnel & 'unité dans chaque représentation (mais le facteur
de proportionnalité peut dépendre — et en fait dépend — de la représentation). On peut aussi
montrer que toutes ses valeurs propres sont de la forme j{j+1) avec j entier. Une représentation
est donc étiquetée par une valeur de ;.

4} Dans un espace de dimension trois, les objets qui se transforment lors d'une rotation
par les matrices de SO(3) sont appelés des vecteurs (dans un espace de dimension D le groupe
devient SO(D) et un vecteur a D composantes). SO(3) est done la représentation vectorielle

du groupe des rotations d'un espace & trois dimensions''.

Un vecteur pour un physicien est donc bien plus qu'un élément d’un espace
vectoriel (ce qui est banal et seulement indicatif d'une structure linéaire),
c’est un objet qui engendre la représentation S0(3) du groupe des rotations
(ce qui n'est pas trivial).

En fait, tout cela est connu intuitivement par tout le monde: il ne viendrait a I'idée de
personne de mettre une féche sur un nombre réel ou sur une fonction de carré sommable. Ce
sont pourtant des éléments d'un espace vectoriel (& noter gu'en mécanique quantique, on a une
autre notation pour les éléments de l'espace de Hilbert des fonctions de carré sommable ; les
kets).

Commencons notre recherche des représentations de SO(3) par la ou les représentations

de dimension 1. On cherche done des J; qui solent des nombres réels et qui vérifient 'algebre



de Lie, Eq.(I1.20). Comme deux nombres réels commutent toujours, on obtient comme seule
solution J; = 0, soit, pour les “matrices” de la représentation: D(f) = exp{r.g'.{_l.] = 1. Donc
la seule représentation de dimension 1 est la représentation triviale 1. Clest la représentation
engendrée par les quantités dites scalaires qui sont invariantes sous les rotations. On vérifiera
gue c’est par exemple le cas pour le produit scalaire de deux vecteurs.

Continuons par. . .

B Représentation de dimension deux du groupe des rotations, groupe SU(2),
spineurs

On a trouvé une représentation de dimension 1 et une de dimension trois du groupe des
rotations et il n'est pas trivial a priori de savoir s'il en existe de dimension 2. La recette est
toujours la méme: chercher trois matrices, 2x2 dans ce cas-ci, qui vérifient 'algébre de Lie
du groupe, Eq.(I-20). Pour respecter les conventions usuelles de notation, nous appelons dans
ce cas les générateurs o, /2, 0,/2,0,/2. Il est facile d’en trouver: ce sont (une demi fois) les

matrices de Pauli que nous notons oy /2, 0u /2, 04/2:

Ty 7 . 01 ay fog) . () ) . Oy . 1 0
& T ) i ) & __ a9 )
2 2 1/2 110 ) i 2 2 1/2 (Y ) ’ 2 2 1/2 0 1 )
(122)
On a en effet
g, O o , _
[T" ‘—;"} =5 ‘—)z (le 1/2 est important) (1.23)

el permutations circulaires.

Les matrices de la représentation sont les {f:*ﬁ"f-"g}. Or (le montrer) :

g .0
7% = cos ;JJ +asing 7.0 (1.24)
soit ; ; ;
B - COS 5 + ing sin g (in, +ny,)sing
. N ane § N B
(i — 7iy) 8in 5 COS5 — W7k, Sin g

Cette matrice est en Iait une matrice générale A coellicients complexes de la forme:

o /7

3 ) avec det U =+ 33 =1 (1.26)
[



L'ensemble de ces matrices est le groupe SU(2):
S:spécial == detll = +1,
U/ unitaire <= Uf =7 ! (Ut =t 1),

2 matrice 2 x 2.

On appelle spineurs les ohjets & deux composantes qui engendrent la représentation SU(2)

/

du groupe des rotations, i.e. qui se transforment lors d'une rotation par (voir I'Appendice 111} :

PR ) -2 = Z} ) = U(#) “ ) (I.27)

Z A 9 Za

Il est important de comprendre que I'aspect spinoriel (ou vectoriel ou tensoriel) d'un doublet
(respectivement d'un triplet ou d'un n-uplet) ne se manifeste que lorsqu’on effectue une rotation.
Par exemple, n'importe quel triplet de nombres peut représenter les composantes d'un vecteur
dans une base donnée: pour savoir §'il s'agit bien d'un vecteur, il faut le transformer dans
une rotation. I1 en va de méme bien entendu pour un spineur gui peut éire n'importe quel
doublet de nombres complexes. Notons un fait remarquable: alors que les matrices de S0(3)
sont réelles, celles de SU(2) sont en général & coellicients complexes. Ceci lmpligue que si un
observateur associe a une grandeur physique spinorielle un doublet (z, zo) de nombres réels,
un autre observateur tourné par rapport au premier, associera en général & la méme grandeur
un doublet (zi, z}) complexes. En d’autres termes, contrairement aux vecteurs, la condition de
réalité des composantes d'un spineur n'est pas stable par rotation.

Et maintenant une guestion méta - physique. Pourquoi la physique classique n’emploie
t’elle pas de spineurs et pourquoi la mécanique quantique le fait elle? Sans prétendre que cela

réponde entierement & la question, on consultera & ce propos avec profit 'encadré IV, page 53.

Notre construction précédente nous assure par avance que les tables de multiplication de
SU(2) et SO(3) sont identiques. Eiablissons explicitement 'homomorphisme envoyant SU(2)
sur SO(3).

C Construction de la relation SO(3) - SU(2)

Commencons par quelques remarques préliminaires
e I'ensemble M des mairices M, 22, hermitiques (M f=M } et de trace nulle est isomorphe

a R*. En effet, la paramétrisation générale d'une telle matrice est:

_— z €Ty .
M @+ iy z ) (I.28)

avec x, 1, z reels,



Rotations et spineurs

Groupe SO3 : 3 = matrices R(3x3) de dimension 3 a coeff. réels de Det
= +1 :S= spécial), O = Orthogonal ( R'=R)

En theorie des groupes on montre que les rotations spatiales en 3D
quelconques forme un groupe non abelien (SO3) et peuvent etre décrites
comme un enchainement de rotations infinitésimales (ce qui caractérise la
continuité de la transformation) qui peuvent elles mémes €tre decrites par
une lo1 utilisant trois matrices (3x3) complexes J. op¢€rant sur des vecteurs

3D de composantes V.

0 0 0 0 0 i 0 —i 0
J=00 — J,=0 00 J.=i 0 0
0 i 0 —i 0 0 00 0

La rotation (non triviale) autour d'un axe orienté n est alors définie par :
R(@ Il) — ei()J — ei(OXJ;rOny+0ZJZ)
b

Les vecteurs en physique sont alors definis, non pas comme des ¢léments
d'un espace vectoriel (structure linéaire) mais comme les objets qui
engendrent le groupe des rotations spatiales.



I Rotations et spineurs
- L'ensemble des trois J. ob¢issent a la loi de commutation,
I o [Ji’ Jj] =1 Zk=1-3 Eiijk (avec i’ = -1 et €t symbole Levi-Civita)

« oull, Jj] = (Ji*Jj) —J.*].), ou le symbole * designe le produit matriciel :

—

- 0 0 0 0 0 i 0—i 0
J=J=0 0-i J,=J,=0 00 J,=J;=i 0 0
* Avec: 0 i 0 —i 0 0 00 0
Par exemple pour 1 =1, j=2: [J, 1= ,*))-d,*)= i), ;€,J,=1,
- 0 0 0 0 0 i 0 0 0
J*J,=0 0—i * 0 00 = -1 00
. 0 i 0 —i 00 0 0 0
. 0 0 i 0 0 0 0—-1 0
JxJ= 0 00 *x0 0—i = 00 0
. - 0 0 0 i 0 0 0 0

J*) -, )= 025 €030, = 15



I « Groupe SU2, Spécial, Unitaire (U'= U!), de dimension

2, matrices (2x2)

L'ensemble des trois J; ob¢€issent a la lo1 de commutation,
[Ji’ Jj] =1 Zk=1-3 Eiijk (avec i’ = -1 et €t symbole Levi-Civita)

Ceci forme l'algebre de Lie du groupe non abélien des rotations et le

caractérise. Cette lo1 définit aussi ses constantes de structure iel.jk

Le groupe SU2 ou les J. sont des matrices complexes (2x2) est le groupe
associ¢ a la représentation de dimension 2 du groupe des rotations.

Il se revele €tre le recouvrement universel du groupe non abélien des
rotations spatiales SO3 (Spécial, Orthogonal, 3D).

Retour a I'état initial par rotation 4.

Les objets manipulés sont des spineurs ayant deux composantes a la
différence du groupe SO3 qui manipule des vecteurs.

http.//cel.archives-ouvertes.fr/docs/00/09/29/24/PDF/DEA-TH-GROURPES-2efinal.pdf



Groupe SU2, Spécial, Unitaire (U= U!), de dimension
2, matrices (2x2)

L'ensemble des trois J; ob¢€issent a la lo1 de commutation,
[Ji’ Jj] =1 Zk=1-3 Eiijk (avec i’ = -1 et €t symbole Levi-Civita)

Ceci forme l'algebre de Lie du groupe non abélien des rotations et le

caractérise. Cette lo1 définit aussi ses constantes de structure iel.jk

Le groupe SU2 ou les J. sont des matrices complexes (2x2) est le groupe
associ¢ a la représentation de dimension 2 du groupe des rotations.

Il se revele €tre le recouvrement universel du groupe non abélien des
rotations spatiales SO3 (Spécial, Orthogonal, 3D).

Retour a I'état initial par rotation 4.

Les objets manipulés sont des spineurs ayant deux composantes a la
différence du groupe SO3 qui manipule des vecteurs.

http.//cel.archives-ouvertes.fr/docs/00/09/29/24/PDF/DEA-TH-GROUPES-2¢efinal. pdf
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