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Principe de moindre action

S=∫ L(qi , q ' i)dt

On définit une action en mécanique classique par :

Où L appelé lagrangien est une fonction des coordonnées  qi, q'i qui sont 
les coordonnées généralisées.

Les équations du mouvement vont s'obtenir par le principe de moindre 
action, l'expression de S est un extremum sur la trajectoire.
 
Le calcul général de cette condition s'exprime par l'équation de Lagrange.



Lagrangien

Le lagrangien L(xi, x'i) d'un système dynamique est une fonction des 
variables  dynamiques qui permet d'écrire de manière concise les 
équations du mouvement  du système. Le lagrangien classique d'une 
particule est égal à l'énergie cinétique moins l'énergie potentielle.

L'équation de Lagrange s'écrit :

On obtient l'équation du mouvement :
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Lagrangien relativiste



Lagrangien en théorie des Champs
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Théorie de jauge

Pour plus de détails voir: http://www-cosmosaf.iap.fr/Dynamique_Relativiste.pdf



Théorie de jauge : Signification physique de la méthode  

● Tout cela a des allures de passe-passe où, à la fin, le magicien sort le 
lapin du chapeau (pas mexicain cette fois) : Mais qu'avons nous fait ?

● Nous avons voulu rendre la loi, du champ électronique de la particule 
chargée, invariante par un changement local de phase (invariance du 
lagrangien).

● Pour aboutir à cela, nous avons été conduit à introduire d'une part :

● Un nouveau type de dérivée (qui tient compte d'un champ comme en 
relativité générale la dérivée covariante tient compte de la courbure de 
l'espace temps) ce qui montre leur parenté.

● D'autre part, une loi de transformation de ce nouveau champ lorsqu'on 
opère un changement de phase.

● Ceci définit le nouveau champ (électromagnétique) avec ses lois de 
couplages au champ électronique.

● C'est ce qui fait dire que c'est la symétrie de jauge qui contraint et définit 
les lois de ce champ électromagnétique.



La non commutativité des rotations spatiales
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La structure cachée des rotations spatiales





Rotations spatiales  et spineurs









Au niveau 
infinitésimal, 
au premier 

ordre, cosθ =1 
et sinθ  = δθ.





La relation (1-17) caractérise 
les rotations spatiales 3D.
Ce ne sont pas des propriétés 
intrinsèques des générateurs 
infinitésimaux, (qu'on pourrait 
croire censer en caractériser la 
nature structurelle, car toute 
rotation peut être réalisée par 
un enchaînement de telles 
rotations), mais l'algèbre de 
Lie donnant la relation entre 
ces générateurs qui est 
fondamentale. Ceci corroborre 
l'idéee que l'objet élémentaire 
d'un groupe n'a pas de 
structure propre mais que cette 
structure est définie de manière 
relationnelle avec les autres 
membres du groupe et que 
c'est bien le groupe qui est 
fondamental. (cf. « le nouvel 
esprit scientifique » de G. 
Bachlard par exemple). 
Si les matrices Ji,  générateurs 
de SO3 ont une struture 
(antisymétrique), c'est que 
SO3 n'est pas fondamental, 
mais les générateurs de SU2   
n'ont pas cette symétrie !











Rotations et spineurs
● Groupe SO3 : 3 = matrices R(3x3) de  dimension 3 à coeff. réels  de Det 

= +1 :S= spécial), O = Orthogonal ( Rt=R-1)

● En théorie des groupes on montre que les rotations spatiales en 3D 
quelconques forme un groupe non abélien  (SO3) et peuvent être décrites 
comme un enchaînement de rotations infinitésimales (ce qui caractérise la 
continuité  de la transformation) qui peuvent elles mêmes être décrites par 
une loi utilisant trois matrices (3x3) complexes Ji  opérant sur des vecteurs 
3D de composantes Vi. 

● La rotation (non triviale) autour d'un axe orienté n est alors définie par :

●  R(θ, n) = eiθJ = ei(θxJx+θyJy+θzJz)

Les vecteurs en physique sont alors définis, non pas comme des éléments 
d'un espace vectoriel (structure linéaire) mais  comme les objets qui 
engendrent le groupe des rotations spatiales.

J x=
0 0 0
0 0 −i
0 i 0

J y=
0 0 i
0 0 0
−i 0 0

J z =
0 −i 0
i 0 0
0 0 0



Rotations et spineurs

● L'ensemble des trois Ji  obéissent à la loi de commutation,

● [Ji, Jj] = i ∑k=1-3 ϵijkJk   (avec i² = -1 et ϵijk symbole  Levi-Civita) 

● où [Ji, Jj] = (Ji*Jj) – (Jj*Ji), où le symbole * désigne le produit matriciel :

●

● Avec :

Par exemple pour i =1, j=2:  [J1, J2] = (J1*J2) – (J2*J1) =  i ∑k=1-3 ϵ123J3 = iJ3

●

●

●

●

(J1*J2) – (J2*J1) =   i ∑k=1-3 ϵ123J3 = iJ3

J x=J 1=
0 0 0
0 0−i
0 i 0

J y=J 2 =
0 0 i
0 0 0

−i 0 0
J z =J 3=

0−i 0
i 0 0
0 0 0

J 1∗J 2=
0 0 0
0 0−i
0 i 0

∗
0 0 i
0 0 0

−i 0 0
=

0 0 0
−1 0 0

0 0 0

J 2∗J 1=
0 0 i
0 0 0

−i 0 0
∗

0 0 0
0 0−i
0 i 0

=
0−1 0
0 0 0
0 0 0



● Groupe SU2, Spécial, Unitaire (U†= U-1), de dimension 
2, matrices (2x2)
L'ensemble des trois Ji  obéissent à la loi de commutation,

[Ji, Jj] = i ∑k=1-3 ϵijkJk   (avec i² = -1 et ϵijk symbole  Levi-Civita)

Ceci forme l'algèbre de Lie du groupe non abélien des rotations et le 
caractérise. Cette loi définit aussi ses constantes de structure iϵijk

● Le groupe SU2 où les Ji sont des matrices complexes (2x2) est le groupe 
associé à la représentation de dimension 2 du groupe des rotations. 

● Il se révèle être le recouvrement universel du groupe non abélien des 
rotations spatiales SO3 (Spécial, Orthogonal, 3D). 

● Retour à l'état initial par rotation 4π.

● Les objets manipulés sont des spineurs ayant deux composantes à la 
différence du groupe SO3 qui manipule des vecteurs.

http://cel.archives-ouvertes.fr/docs/00/09/29/24/PDF/DEA-TH-GROUPES-2efinal.pdf
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