Quand les mathematiques revelent la
face cachee de la physique

En 1961, Newman et Penrose ont propose un formalisme
spinoriel pour la relativité géenerale. Ce formalisme mettra
~ T’accent sur le role structurel de la lumiere en relativite.
Etonnamment, une telle approche a eté prefigurée par E. Cartan
40 ans auparavant !



[’algebre rassemble toutes les informations

* Dans son livre, « Le nouvel esprit scientifique » [1], G.
Bachelard, apres avoir considére les relations d’interaction
entre ce qu’il appelle « le realisme » lie a I’expérience et le «
rationalisme », lié a notre esprit, élaborant des théories pour
rendre co mprehensmle le monde physique, declare :

«Comme les relations entre les objets ne sont pas
substantielles mais relationnelles, c’est 1’algebre qui
regroupe toutes les relations. Mais si les objets ne sont pas
les racines des relations, on peut se demander d’ou viennent
ces relations.»




[’algebre rassemble toutes les informations

Ce commentaire visait principalement les mathématiques,
mais cela vaut €galement pour le role des mathématiques
dans certaines lois fondamentales de la physique..

Ainsi, en mathématiques, le groupe compact de rotations
dans 1’espace euclidien 3D agissant sur des vecteurs est
appele SO(3).

Un vecteur recupere sa position apres une rotation de 2w

radians autour d’un axe dans I’espace. Mais qu’en est-Il
gquand on combine des rotations autour d’axes differents ?

|l existe 3 axes linéairement independants en 3D.




L.a non commutativité des rotations spatiales




[’algebre rassemble toutes les informations

De plus la topologie de ce groupe n’est pas simplexe.

SI nous ecrivons 1’algebre de Lie des trois génerateurs de ce
groupe, nous decouvrons qu’il existe d’autres solutions.

[’algebre de Lie du groupe des rotations appele SO(3) est

definie par: -

Judil = Vo di| = Updi =) €
k=1
Les J. (m =1,J,k) sont les générateurs infinitésimaux des
rotations (matrices 3x3) dans ’espace 3D, i€;;, sont les
constantes de structure, ou €;;, est le symbole de Levi Civita



[’algebre rassemble toutes les informations

Une solution 2D, le groupe SU(2), (matrices 2x2), agissant sur les
spineurs, ou ils retrouvent leur position apres une rotation de 4w au
lieu de 2w, a une topologie simplexe et est donc plus fondamentale
que SO(3), voir [2] pour plus d’info.

Cela montre que I’algébre de Lie, définissant les relations entre les
genérateurs du groupe qui sont les objets fondamentaux régissant
les rotations possibles dans cet espace, Inclut toutes les
Informations sur la structure de la rotation dans cet espace.



[’algebre rassemble toutes les informations

Le groupe SO(3) permettant de construire 1’algebre de Lie
n’¢tait qu’un exemple. L’algebre de Lie a extrait sa structure
relationnelle fondamentale. La theorie eélectrofaible, qui

repose sur le produit O(1). SU(2) prouve que SU(2) est plus
physique que SO(3).



[llustration des proprietés du groupe SU(2)

Ces figures proviennent du livre
« Gravitation » de C.W Misner,
K. S.Thorne et J.A Wheeler [3]

1148 41. SPINORS

Figure 41.5.
“Orientation-entanglement relation” between a cube and the | ‘
walls of a room. A 360° rotation of the cube entangles the ‘
threads. A 720° rotation might be thought to entangle them
still more—but instead makes it possible completely to disen-
tangle them.

Figure 41.6.

An object is connected to its surroundings by elastic threads as in Figure 41.5. (Eight are shown here:
iny number could be used.) Rotating the object through 720° and then following the procedure outlined
(Edward McDonald) in frames 2-8 (with the object remaining fixed), one finds that the connecting threads
are left disentangled, as in frame 9 (lower right).




Mathematiques et physigue

*La relation des mathématiques avec la physique est un
sujet largement débattu. De nombreux articles ont ete
écrits a ce sujet, je développe cela dans la 3'*me partie
(philosophiqgue) de mon livre. « Vous avez dit Big Bang? ».

* Apres [I’illustration des arguments de G. Bachelard,
prenons un exemple en relativité, a savoir, le formalisme
de Newman-Penrose (NP) pour montrer comment le
formalisme mathématique peut étre d’une grande aide pour
comprendre la phenomeénologie physique.




Introduction au formalisme NP

\

Chandrasekhar

* Une bonne introduction au formalisme de Newman-Penrose
(NP) est donnee par S. Chandrasekhar dans [4]: « Le
formalisme de Newman-Penrose est un formalisme tétrade
avec un choix particulier des vecteurs de base.

* Le choix qui est fait est une tétrade de vecteurs nuls I, n, m et
m* dont | et n sont reels et m et m* sont conjugués complexes
I’un de I’autre.



Introduction au formalisme NP

\

Chandrasekhar

La nouveaute du formalisme, lorsqu’il a eté propose pour la
premiere fois par Newman et Penrose en 1962 [5], residalit
précisement dans leur choix (inhabituel et surprenant!) d’une
base nulle : ¢’était une rupture par rapport au choix d’une base

orthonormale qui prévalait jusqu’alors.



Penrose a eté amené a envisager I’introduction d’une base
nulle, incorporant des spineurs dans 1’analyse de la relativite
genéerale, pour une raison essentielle. En effet, sa motivation
pour le choix d’une base nulle etait fondee sur son intime
conviction qgue I’¢lément essentiel d’un espace-temps est sa
structure de « cone de lumiere », regissant la causalité, qui
rend essentielle I’introduction d’une base de type spineur.




Et |I apparait que la structure du cone de lumiére de 1

temps des solutions des trous noirs de la relativité ger

exactement celle qui rend le formalisme de Newman-

‘espace-
érale est
Penrose

plus efficace pour saisir les symetries inhérentes a ces espace-
temps et révéler leur richesse analytique. S. Chandrasekhar
souligne que ce formalisme est particulierement efficace pour
les solutions du trou noir (plus généralement des solutions de

type D dans la classification de Petrov-Pironi [6,7]).



Introduction au formalisme NP

*Le mot « lumiere » est un terme génerique designant les
ondes électromagnetiques ou tout phenomene dont la vitesse
est celle de la lumiere, c’est-a-dire également les ondes
gravitationnelles.

* Rigoureusement, c’est le fait que, pour se conformer au
principe de relativite, il existe un invariant de vitesse dans le
formalisme de la relativité, agissant comme une limite
supérieure pour toute phenoménologie physiqgue, qui est la
contrainte structurelle physique.



Introduction au formalisme NP

Par consequent, ce n’est pas la lumiere elle-méme qui régit la
causalité en relativitée, mais le fait qu’il existe une limite
supérieure de vitesse, la lumiere n’étant qu’une sorte de
messager voyageant a cette limite superieure de vitesse.

C’est cette limite qui invalide I’espace et le temps universels de la
mecanique newtonienne et les remplace par une nouvelle structure
« D’espace-temps » de géometrie « hyperboliqgue » qui, selon
Minkowski (1907), reduit le temps et I’espace a en n’étre que Ses
« ombres (apparences)».



Formalisme de Newman-Penrose

» Dans ce nouveau formalisme, le tenseur métrigue n’est plus
celui de la relativite restreinte

-1

* Malis, au lieu d’un te
la démonstration.

1S€

1

Ur a valeur de spineur, voir [8] pour




Morphisme présenté par le formalisme NP

* Cecl est mathématiguement parfaitement defini, mais il est
difficile d’en donner une représentation physique. Les
vecteurs nuls sont tangents aux chemins de la lumiere dont
le parametre affine est nul (ds? = 0).

* Comme un vecteur nul est orthogonal a lui-méme, 1l n’y a
que 3 vecteurs nuls orthogonaux Indépendants dans
I’espace-temps 4D.

* C’est pour obtenir 4 degrés de liberté que 1I'un d’eux est
complexe dans le formalisme NP.



Morphisme présenté par le formalisme NP

Curieusement, un tel formalisme, qui semble tres obscur, va
simplifier les equations dans de nombreux cas, ce qui signifie
qu’il existe certainement un morphisme entre la structure
(symétries) de ce formalisme et la structure de la
phénomeénologie qu’il décrit.

C’est une des caractéristigues des mathematiques de nous
eclairer sur la structure des objets qu’elles modelisent.



e formalisme NP simplifie les equations
* Premier exemple

* Dans les trous noirs de Kerr [9] ou Kerr Newman [10], dans

ce formalisme NP, 1’espace-temps peut étre entierement
defini par un seul scalaire complexe de Weyl, qui contient
toutes les Informations sur cet espace-temps, au lieu de
plusieurs dans tous les autres formalismes.

* Rappelons qu’un tel espace-temps de type D est entierement
defini par le tenseur de Weyl, qui est le tenseur de Riemann
dans le vide.




e formalisme NP simplifie les équations
* Premier exemple (suite)

*Le tenseur de Weyl a 256 composantes, mais selon ses
symetries, 1l n’a que dix valeurs Indépendantes,
genéralement représentées par 5 scalaires complexes
(définissant 10 valeurs), appelés scalaires de Weyl.

*Le fait qu’un seul d’entre eux soit nécessaire dans le
formalisme NP montre qu’il est le plus efficace pour définir
ce type d’espace-temps.




Le formalisme NP simplifie les equations

* Deuxieme exemple

En relativite restreinte, nous pouvons également utiliser le
formalisme NP. La premiere étape consiste a eécrire la
metrique de Minkowski (coordonnéest, X, Y, z) :

o ds? = -c2dt? + dx2+ dy? + dz?
* en coordonnées nulles en définissant :
U = a(t+x), V= a(t-x), W = a(y+1.z), W*= a(y —1.z2),
*0U a =2 12 estun facteur de normalisation et ou i2 = -1.



Le formalisme NP simplifie les equations
* Deuxieme exemple (suite)

La métrique devient : dsz = -2dUdV + 2dW.dW*

Dans la métrique de Minkowski, le caractere spatio-temporel
du ds? etait genére par la combinaison de coordonnees
spatiales (X, y, z, de signature « + ») et d’une coordonnee
temporelle (t, de signature « - ») dans la forme bilinéaire.

Ici nous avons 4 coordonnées de méme type (nul).

Cela implique que pour satisfaire le caractere spatio-temporel
du ds?, les coordonnees nulles ont un caractere spatio-
temporel.




Le formalisme NP simplifie les equations

* Deuxieme exemple (suite)

Cecl est évident pour U = a(t+x) et V= a(t-x) mais plus subtil
pour W= a(y+1.z) et W* = a(y-1.z2).

En fait, i.z a un caractére « temporel » du fait qu’il est
Imaginaire (au carré il aura la signature « - » de type temps).

Cette proprieté d’homogénéité permet de comprendre
pourquol le formalisme de Newmamm-Penrose est plus
efficace en relativite génerale, ses elements sont nativement
de méme nature que 1’objet qu’ils représentent.



Le formalisme NP simplifie les equations
* Deuxieme exemple (suite)

Un boost de parametre ¢ telle que v/c = tanh ¢, ou v est la
vitesse relative et une rotation du parametre 6, sont définies
par des operateurs qui sont une matrice 4x4.

Comparons ces opérateurs dans les formalismes de
Minkowski et Newmann-Penrose.



e formalisme NP simplifie les équations

* Dans le formalisme de Minkowski, pour un boost le long
de I’axe x et une rotation autour du meme axe X, la matrice
4x4 s’¢ecrit habituellement:

cosh(¢o) -sinh(¢)

-sinh(o) cosh(o)

cos(0) sin(0)

-sin(0) cos(0)




e formalisme NP simplifie les équations

* Dans le formalisme NP, pour un boost le long de I’axe x et
une rotation autour du meme axe X, la matrice 4x4 peut étre
ecrite (voir [8] pour la démonstration):

* Le formalisme NP fournit une matrice plus simple et plus
symetrique, integrant, egalement en relativite restreinte, les
symetries de la phénomenologie.

e?




Les mathématiques revelent 1’efficacite NP

 Comme 1’équation d’Einstein est un ensemble d’équations
differentielles partielles du second ordre non lineaires, les
solutions analytiques ne peuvent étre attendues que pour un

espace-temps hautement symetriqu

€.

 Au debut de la relativité, les solu

tions ont ete établies en

utilisant les symétries de 1’espace-temps décrites par le ds2.



Les mathematiques révelent I’efficacite NP o4

, ,\ "‘, -

* La solution de Schwarzschild dans le vide, en 1916, repose
sur une forme genérigue du ds? avec une section sphérigue
d’espace, contrainte par 1’équation d’Einstein (le tenseur de
Ricci est nul) et la convergence avec 1’équation de Newton a
I’1nfin.

* Cette méthode a permis de trouver quelques solutions
d’espace-temps hautement symétrigues mais n’a pas reussi a

trouver la solution des trous noirs en rotation, qui a eté
trouvée par Kerr 47 ans plus tard!



Les mathématiques révelent I’efficacite NP

| a\ _ fb' -
* Pendant ce temps, d’autres méthodes ont éte developpeées e
considerant le tenseur de Weyl (qui est invariant par une
transformation conforme), qui spécifie pleinement la

courbure de I’espace-temps dans le vide, comme un opérateur
aglssant sur des bi-vecteurs.

*’¢tude des valeurs propres du tenseur de Weyl fournira,
alors, une autre approche fructueuse.



Les matheématiques revelent 1’efficacite NP

*Un résultat intéressant est qu’il existe un ensemble de 4

geodesiques nulles (lites aux racines d’une equation
quadratigue), appelées geodesiques nulles principales qui
jouent un role structurel dans 1’espace-temps, car elles
definissent des categories de structure.

* En effet, les categories d’espace-temps vides dépendront du
nombre de racines différentes.




Les matheématiques revelent 1’efficacite NP

* Dans les solutions de type D, ou la métrique est definie dans
le vide (espace-temps conforme vide), Il existe 2 racines
doubles, 1’une correspondant a une classe (congruence) de
geodesiques entrantes nulles (allant vers la singularite) et
’autre a une classe (congruence) de géodesiques sortantes
nulles (provenant de la singularité).




Les mathématiques revelent ’efficacite NP

*SI le formalisme NP est si efficace pour simplifier les
equations decrivant 1’espace-temps, ce n’est pas fortuit, c’est
parce qu’il s’appuie sur ces classes de géodesiques nulles

principales.

*C’est ce que Penrose soupconnait en supposant que les
rayons lumineux (geodésiques nulles) jouaient un role
essentiel, car ils régissaient la causalite.



Les mathématiques revelent ’efficacite NP

 C’¢tait sa principale motivation dans le formalisme NP.

» C’est parce qu’il y a plus d’informations contenues dans ce

formalisme, qu’il est le plus efficace pour déefinir totalement
I’espace-temps.

*La vole suivie par Kerr, telle que racontee par B. Carter
dans [11], montre que c’est ce formalisme qui 1’a conduit a
réussir dans sa recherche d’une solution :



Les mathématiques revelent I’efficacite NP

* « Dans tous ces espaces, le tenseur de Weyl est de type D
dans la classification de Petrov-Pirani, les deux vecteurs nuls
doubles principaux etant donnes par .. (equations)....

 Par la géneralisation de Kundt et Trumper du théoreme de
Goldberg-Sachs, ceux-ci sont integrables pour donner deux
congruences geodesiques nulles sans cisaillement.

* Le premier d’entre eux est entrant le second sortant ...... »




Les mathématiques revelent I’efficacite NP

B. Carter | ,'

*« C’est en utilisant ces propriétes structurelles du tenseur de
Weyl et en recherchant specifiguement des solutions non

orthogonales aux hyper-surfaces, que les metriques de

’espace vide de la famille des TN en rotation ont ete
derivées par Kerr.

* Par la suite, ces métriques ont eté dérivees par Kerr et Schild
a partir d’une etude systematique de solutions dans le vide
dont le tenseur metrique est (localement) la somme d’un

tenseur metrique a espace plat et le produit tensoriel d’un
vecteur nul avec lui-méeme. »



Contribution majeure de E. Cartan en 1922

E.Q

* Dans un article publie a 1’Académie des Sciences [12], Elie
Cartan, des 1922, remarque I’intérét de ce qu’il appelle
«!’univers optique» qui appartient a une classe d’espace-
temps conformes vides en relativite. 1l a remarqué 1’existence
de classes de géodesiques nulles, appelées géodésiques nulles
principales, qui jouent un role structurel dans la description

de I’espace-temps de Schwarzchild (qui est défini dans le
vide).



Contribution majeure de E. Cartan en 1922

|l a

E.Q n

Identifié que, dans I’espace-temps de Schwarzschild, ces

quatre géodésiques nulles principales réparties en deux
classes (chacune est double).

* C’est parce que cet espace-temps est de type D, mais Cartan
ne le savait pas car cela sera établi plus de 30 ans plus tard

par
e Mal

Petrov et Pirani dans leur classification.

neureusement, sa brillante contribution est tombée dans

1’oubl1 !



Une approche duale en relativité restreinte

*En relativite restreinte (RR), comme tous les référentiels
Inertiels (galiléens) sont equivalents (pas de repere préferé)
habituellement, I’'un est choisi comme reference (celur de
I’observateur) et pour les autres, leur boost, leur rotation sont
decrits de son point de vue.



Une approche duale en relativité restreinte

La vitesse de la lumiere est un invariant, mais la fréquence
d’un rayon lumineux émis dans un reférentiel est différente
dans les autres.

e« Comme nous connaissons le réle structurel de la lumiere en
relativite et que la vitesse de la lumiere est un invariant, cela
suggere, en dualité a I’usage, de sélectionner des géodésiques
nulles comme référence.



Une double approche en relativité restreinte

«Comme ds? = 0, le temps propre ne peut pas étre utilise,
alors, la quadri-impulsion (four-momentum) p" est utilisée
comme parametre affine* sur les géodesiques nulles. Elle
depend de la frequence du photon d’énergie : E = Av

*Eneffet: p* =E/c = hv/c

* *Rappelons que le parametre affine permet de repérer un « point »
quelconque sur la ligne d’univers par rapport a un point « origine ».
Ici ce sera le nombre de periodes qui en donnera la mesure et non
pas I’intervalle d’espace-temps donnee par le temps propre.



Une double approche en relativité restreinte

* Dans ce cas, si nous calculons le decalage Doppler f/f,
entre la mesure de la frequence dans deux reférentiels de
vitesse relative v en utilisant 1’équation Doppler relativiste
avec v/c = tanh(¢), c’est-a-dire ¢ =argtanh(v/c), voir [8]
pour une demonstration, on obtiendra :

f:€0
foe

*Ce résultat a la méme forme que celui donne par le
formalisme NP.



Avant de conclure: La nature des mathematiques

* Cela s’inscrit dans le cadre de la nature de la connaissance.
Les mathématiques ont eté considerées, d’abord, comme le
langage du livre dans lequel les lois de la nature sont éecrites
(Galilée), ensuite, on a plutdot consideré que ces lois étaient
ecrites dans la syntaxe des mathematiques mais que leur
signification (la sémantique) relevait de la physique.

* Ici, nous les avons considérées en tant qu’outil, ce qui rejoint
le dernier point, car les mathématiques fournissent des
formalismes dont le morphisme supposé avec les lois qu’elles
decrivent nous renseigne d’autant plus sur la nature de ces lois,
que, In fine, ces lois se revelent de nature relationnelle.



Avant de conclure: La nature des mathématiques

 Une difference essentielle entre la physique
et les mathématiques est que la physique [ FAVFERRE ciacenx
doit « rendre des comptes a 1’expérience », .
ce qui n’est pas le cas des mathématiques. MATIERE
- A PENSEE

» Cette propriéte des mathematiques conduit
au debat de leur existence, en dehors, de
toute conscience humaine, débat dont on
peut trouver une Illustration dans le livre ci- (
joint entre un mathematicien (A. Connes,
medaille Field, et un célebre neuro-

physicien: JP Changeux.



Avant de conclure: La nature des mathematiques

* A. Connes, dans une approche Platonicienne, soutient que les
mathématiques ont une réalité propre que nous decouvrons au
fur et a mesure que nous les étudions. La relation avec
I’intelligence humaine est alors educative : Elles forment et
structurent notre esprit au fur et a mesure que notre découverte
de cette réalite progresse.

» JP Changeux, dans une approche existentialiste, suppose que
c’est une pure creation de notre esprit, une partie structurante
de notre activite ceérébrale motivee par le besoin de nous
adapter au monde exterieur. A ce titre elle est aussi evolutive,
malis sous contrainte du monde physique extérieur.

* Cette presentatlon ne donne qu’un apercu du sujet et, la
philosophie n’étant pas une science, nous ne trancherons pas'



Conclusion

* Le formalisme de Newman-Penrose, en plus de simplifier
les equations et de reveler les symétries cachees des espace-
temps, ouvre la porte a une nouvelle approche conceptuelle
reposant sur des geodesiques a base nulle et des
coordonnees nulles.

Il s’agit d’une approche duale de celle de 1’analyse
habituelle.

» Une analyse basée sur la frequence impliguera le formalisme
de Fourier ou, comme de nombreux outils ont été
developpés, cela ouvrira un nouveau champ d’analyse.
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ANNEXES

1-Les coordonnees nulles sont des coordonnees d’espace-temps

* Les deux degres de liberte supplementaires sont donnés par
la partie reelle et la partie imaginaire du vecteur complexe.

*Le vecteur conjugue complexe est Introduit pour obtenir
une matrice 4 x 4 pour la transformation des coordonnees.

* Les coordonnées nulles U et V sont une combinaison d’une
coordonnée d’espace, X ou y ou z, et de la coordonnée
temporelle t.

* Supposons que nous sélectionnions la coordonnée X.



Les coordonnées nulles sont des coordonnées d’espace-temps

* Par conséquent, U et V ont un caractere d’espace-temps.

e Les coordonnees W et W* sont une combinaison de deux
coordonneées spatiales, y et z dans notre choix.

 Pour obtenir un caractere spatio-temporel, I’un d’eux, z dans
notre choix, est multiplié par « i », ce qui confere a z un
caractere temporel, sous la forme du dsz.



Les coordonnées nulles sont des coordonnées d’espace-temps

* Par conséquent, les coordonnées nulles W et W* sont
egalement des coordonnées d’espace-temps.

 |_a forme habituelle de MinkowskKi:
o ds? =-c2dt? + dx? + dy? + dz?

e utilise une coordonnée temporelle et trois coordonnées
spatiales.

* Le caractere spatio-temporel du ds? provient de I’ajout d’un
terme temporel et de trois termes spatio-temporels.



Les coordonnées nulles sont des coordonnées d’espace-temps

 Dans le formalisme de Newman-Penrose, le méme ds2
ds? = -2dU.dV + 2dW.dW*

*hérite du caractere des coordonnees qui sont toutes des
coordonnees de 1’espace-temps.

* Pas etonnant que ces coordonnees simplifient les equations.
De plus, cela conforte I’argument de Penrose sur le role
structurel de la lumiere qui, parce qu’elle a un caractere
spatio-temporel, est plus appropriée pour decrire un espace-
temps!



2-Le formalisme de Newmann-Penrose en RR, (commentaire)

* Le point clé est que la metrique a utiliser est celle définie dans
ce formalisme.

 Par consequent, toutes les propriétes telles que la nullité d’un

vecteur, 1’orthogonalité du vecteur, la norme d’un vecteur
doivent étre calculees selon les regles de la relativite en
utilisant leur metrique « spinor-like ».

* Quelques exemples ci-dessous I’illustrent.



3-Contribution de E. Cartan- article
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avec le paramétre . On trouve pour la loi résultante

logo(a) =

-3

.. -palsl—qbst,
d'oi
= R il
]ngq(;):—ﬂ|..|-—- ?.t.

A la limite, si p et g sont du méme ordre de grandeur, on trouve la loi
délinie par la formule (). D'une maniere générale, c'est la loi eorrespon-
dant i la plus petite valeur de = qui 'emporte. Le résultat peut changer si p
et ¢ ne sont pas du méme ordre de grandeur; on remarque en particulier
dans Pexemple ¢ilé que si g = ep?, on trouve & la limite la loi définie par

Iog'.}(;;l =—a|s|=bes,

qui n'est pas une loi stable. On peut étre tenté de considérer comme évident
f]ll.ﬂn ne peut obtenir i la limite qu’une loi stable, Cela n'est exacl que slp
el ¢ sont du méme ordre de grandeur, et, dans ce cas, la démonstration da
fait énoned est immediate.

GEOMETRIE. — Sur lts espaves conformes ga."nrirr.rhkés et {"Univers optique,
Note de M. E, Carvax, présentée par M. Emile Borel.

[Vaprés une définition générale donnée dans une Note précédente ('),
un espace conforme généralisé est un espace qui jouit, au voisinage de chaque
point, de loutes les propriétés de 'espace conforme et pour lequel on a une
loi de repérage mutuel de deux systémes de référence atlachés & deux points
infiniment voisins. Je rappelle que dans un espace conforme les seules pro-
pri¢tés intrinséques des figures sont celles qui se conservent par une trans-
formation conforme (déplacement, similitude, inversion ou combinaison
de ces transformations); la notion de distance n'existe pas (tandis que celle
d'angle subsiste); néanmoins on peut parler du rapport des longueurs de
deux vecteurs infiniment petits issus d'un méme point. Analytiquement. les
transformations conformes sont les transformations les plus générales qui
conservent 'équation obtenue en annulant une forme quadratique de diffe.
rentielles a coefficients constants (Iéquation dx® + dy? + dz*=0 pour
I'espace econforme ordinaire). En relativité resireinte la propagation de la
lumiére se fait d'aprés 'équation da? + dy? ++ ds* — o'dt® == 0 : celte équa-

(') Compies readus, 1. 174, 1gea, p. 734-736.

858 ' ACADEMIE DES SCIENCES.

tion définit un Univers eonferme i quatre dimensions; les rayons lumineux
jouent dans cet Univers le méme role que les droites isotropes dans I'espace
conforme ordinaire.

Les transformations conformes qui laissent invariant un point donné A
forment un sous-groupe do groupe conforme : par une inversion de centre A
ce sous-groupe se raméne au groupe des similitudes (déplacements ei homo-
théties); en particulier les transformations qui, par l'inversion considérée,
se réduisent aux translations, jouissent de la propriélé de remplacer tout
cercle passant par A en un cercle Langent; autrement dit, elles conservent
toutes les directions issues de A ; nous denoerons i ces transformations parli-
culi¢res le nom d'élations. En définitive, il résulte de ce qui précéde que
toule transformation conforme qui laisse fixe un point donné A peul se
ramener : 1° 4 une homothétie de centre A ; 2° 4 une rotation autour de A}
32 4 une élation. C'est 'existence de ces élations qui distingue P'espace
conforme dé l'espace euclidien des similitudes dont 1'Univers de H. Weyl
peut étre considéré comme une déformation (*).

Cela posé, & toul espace conforme généraiisé correspondra une équation
obtenue en annulant une certaine forme quadratique de dilférentielles ;
mais cette équation ne suffira pas pour définir 'espace généralisé, car elle
ne donnera qu'uoe partie des éléments nécessaires au repérage mutuel de
dewx systémes de référence allachés i deux points infiniment voisins. Quelie
que soit cette loi, elle se traduira, pour tout centour fermeé inﬁuirnemf petit
partant d'un point A el y revenant, par une transformation conforme infini-
ment petite associée i ce contour et qu'on pourra toujours décomposer :
1° en une translation; 2° en une homothétie de centre A 3° en une rota-
tion autour de Aj; 4° en une élation de centre A. L'espace conforme géné-
ralist aura ainsi une courbure de translation ou torsion, une courbure
d’homathétie, une eourbure de rotation et une courbure d'élation.

L'équation obtenue en annulant le ds* de I'Univers d’Einstein définit
une infinité d'espaces conformes généralisés. Les rayons lumineux seront
les droites isotropes généralisées d'un de ces espaces si celui-ci est dénué de
torsion, '

A une équation dv* =0 donnée correspondent une infinilé d'espaces con-
formes généralisés dénués de torsion. Parmi tous ces espaces on peul en
trouver un et un seul satisfaisant aiix conditions supplémentaires suivantes :

1* 1l n'a pas de courbure d"homothétie ;
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- 2° Le tenseur de Ricei (') est identiguement nul.

Il est évident qque les propriétés géométriques de cet espace, gu'on
pourrait appeler normal, sont liées d'une maniére invariante a I'équation
d5* = o donnée,

Si l'espace considéré est & » = 3 dimeasions, la condition 2° entraine la
suppression de la courbure de rotation ; toute direction issue de A reste
invariante par le déplacement associé & un contour fermé quelconque
partant de A et y revenant : on peut dire que loutes les directions issues
d'un point sent stebles. Si ln seule courbure d'élation qu'admet 'espace
normal vient elle-méme i disparaitre, I'espace est identique & l'espace
conforme ordinaire,

Si n2>3, la condition 2° n'entraine pas en général la disparition de la
courbure de rotation. Mais si cette courbure est nulle, la courbure d'élation
est aussi nulle delle-méme et I'espace est identique & I'espace conforme
proprement dit.

Le cas n =4 est particuliérement important. Nous pouvons convenir
d’appeler Univers optique d’Einstein 'espace conforme généralisé normal
défini en annulant le #5* de 1'Univers d'Einstein, C'est conformément aux
propriétés glométriques de cet Univers optique rjue se fait la propagation
de la lumiére. La courbure de rotation de cet Univers est difinie en chaque
point par dix quanlilés scalaires, ou encore par une forme quadratique
ternaire i coefficients complexes, qu'un changement du systéme de référence
transforme par une substitution orthogonale. Au point de vue glométrique,
la propriété suivante mérite d'étre signalée. 11 existe en chaque point A
quatre directions optigues (c'est-i-dire annulant le ds*) privilégices, Elles
sont caractérisées par la propriété que si AA" est L'une d'elles, elle se con-
serve par le déplacement associé & un parallélogramme élémentaire admet-
tant comme edtés AA’ el une avtre direction oplique gueleongue issue de A.
Dans le cas du ds* d'une seule masse attirante (ds* de Schwarzschild), ces
quatre directions optiques privilégiées se réduisent i deux (doubles) : les
deux rayons luminenx quileur correspondent iraient au centre d'atiraction
ou en viendraient.

Une autre remarque intéressante est fondée sur la relation entre le tenseur
de Ricciet le tensenr d’énergie. Elle peutse formuler de la maniére suivante :
Dans toute région eide de matiére, la conrbure de U Univers matériel d Finsioin
est de la méme nature géométrique que la courbure de rotation d nn eiprice

(') CL. C. Bowriast, Comptes rendus, 1. 1T4, 1922, p. 73y



3-E. Contribution de Cartan (commentaire & extrait)

« Réference du C.R.A.S: 27 mars 1922 : E. Cartan : “Sur les
espaces conformes généralisés et I’Univers optique”

* Cet article tres important préfigure la classification de Petrov
(1954), Pirani (1957) qui sera derivée bien plus tard. Apres
avolr rappelé les propriétes d’un espace conforme
« Selon une définition genérale donnée dans un article
précedent, un espace conforme géneralise est un espace qui
possede, au voisinage de chaque point, toutes les proprietés de
I’espace conforme et pour lequel 1l existe une loi reliant les
deux systemes de référence definis en deux points infiniment
proches.



3-E. Contribution de Cartan (extrait)

« Réference du C.R.A.S: 27 mars 1922 : E. Cartan : “Sur les
espaces conformes généralisés et I’Univers optique”

» Je rappelle que dans un espace conforme, les seules propriétés
Intrinseques des figures sont celles qui sont conservées par une
transformation conforme (translations, similitude, inversion ou
une combinaison de ces transformations). La notion de
distance n’existe pas (alors que celle d’angle demeure).
peut parler du rapport des longueurs de deux

Iment petits provenant du méme point.

Neanmoins, or
vecteurs Infir

Analytiguemer

L,

les transformations conformes sont les

transformations les plus génerales qui satisfont 1’équation dx?+
dy2+ dz2 = 0, pour I’espace conforme ordinaire .... ».



3-Contribution de E. Cartan (extrait)

*« Le cas n = 4 est particulierement important. Appelons «univers
optigue d’Einstein» 1’espace conforme generalisé normalisé défini
par la relation ds?= dx2+dy?+dz2-c2dt?>= 0 dans 1’univers d’Einstein.
La propagation de la lumiere est conforme aux proprietés
geomeétriques de cet Univers optique. La courbure rotationnelle de
cet Univers est definie en chaque point par dix quantites scalaires,
ou par une forme quadratique ternaire a coefficients complexes,
qu’un changement du systeme de réference transforme par une
substitution orthogonale ».



3-Contribution de E. Cartan (extrait)

*« Du point de vue géometrique, la proprieté suivante merite
d’étre soulignée. Il existe dans chaque point A, quatre directions
optiques (ou ds? = 0) privilégiees.

* Elles sont caracterisées par la proprieté que si AA' est 'une
d’entre elles, elle est préservée par le déeplacement associe a un
parallélogramme élementaire admettant comme cote AA' et
toute autre direction optique provenant de A. Dans le cas d’une
masse la seule attractive comme dans le ds? de la solution de
Schwarzschild, ces quatre directions optiques privilégiées sont
réduites a deux (doubles) : Les deux rayons lumineux qui leur
correspondent Iralent au centre d’attraction OU en
proviendraient. »




Notes sur la contribution d’E. Cartan

e 1-Celle du 13 mars 1922 T174 p. 734-736 citée ci-dessus.

* 2-Pour la lumiére comme ds? = 0, on voit qu’elles vont pouvoir étre decrites de
cette maniere. “En relativité restreinte, les rayons lumineux jouent le meme role
que les droites Isotropes de 1’espace conforme ordinaire”

 3-Ce qu’on suppose en relativitée générale.
* 4-Les composantes indépendantes du tenseur de Weyl.

 5-Cecl sera egalement vrai pour la solution plus generale de Kerr-Newmann (donc
celles ql})l_’elle_ recouvre) qui est issu d’une seule masse attirante (Classification de
Petrov-Pirani 1’espace-temps est de Type D).

* 6-A noter que E. Cartan avait déia Bubllé de nombreux articles sur la structure des
esgoaces dans les C.R.A.S. du 2/09/1918 “Sur les varietes a 3 dimensions”, du
16/09/1918(*“Sur les variétes developpables a trois dimensions”, du 30/09/1918
“Sur les varietes de Beltrami a trois dimensions”, du 14/10/1918 “Sur les varietes
de Riemann a trois dimensions”, du 14/06/1920 “Sur la deformation projective des
surfaces”, 5/07/1920 “Sur I’applicabilité projective des surfaces”, mais cela ne
concernait pas spéecifiquement la relativite generale.

 7-Sans doute qtu’il est cPIUS correct de dire que la lumiere est le révelateur de
propriétes structurelles de 1’espace.
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