


L’Univers en expansion

par M. UAbbé Lemaitre (*)

INTRODUCTION ET RESUME

Nous ne nous proposons pas dans ce travail de discuter les hypothéses
sur lesquelles se fonde la théorie de Vexpansion de I'Univers, ni la
valeur des confirmations astronomiques qui I'étayent. Une telle discussion
nous parait actueilement prématurée et ne pourrait certes pas arriver &
des conciusions définitives dans I'élal actuel de la théorie et des obser-
vations.

La théorie peut étre développée de deux facons : par I"étude de solutions
axactes des équations de la gravitation, lournissant des modéles simplifiés,
ou par le développement approché de la sointion de problémes plus com-
plexes. !l nous parait utile de ne pas mélanger ces deux méthodes, et dans
ce Lravail nous ne nous occuperoas que de =olutions mathématiquement
exactes. Lorsque nons voudrons les appliquer aux problémes réels, nous
aurons a faire appel 4 U'intuition physique pour réduire un probléme trop
complexe & un modéle simplifié, dont nous avons la solution. Plusieurs
de nos résaltals sembieat pouvoir servir de points de départ & des
méthodes de développement en série que nous espérons traiter dans un
travail ultérienr.

Dans les denx premiers paragraphes, nous donnons en détail les calcuis
de tensenrs, dont nous aurons besoin, L que nous résumons au § 3, en
introdnisant des notations qui mettent en évidence 'analogie des résultats
refativistes avec les formules classiques.

Nous introduisons ensuite la notion de champ quasi-statique qui per-
met de généraliser immédiatement des solutions statiques connues en y
permettant des varialions adiabaligues. Nous donnous une solntion pro-
bablement nouvelle. pour le cas d'une xphére i pression radiale constante,
et nous en servous pour meilre en évidence le paradoxe de Schwarzschild
et moatrer que la limitation pins sévére du rayon d’'nne masse donnée
introduite par la solution du probléme intérienr s’évanonit lorsqu’ou
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n'impose pas & la matidre la condition d’étre 4 Vétat fluide. Nons décrivons
une mise en charge de l'univers d’Einstein, supposé fluide o la masse
propre de nunivers diminue sans que le volome varie, ni Pégnilibre soit
troublé. | L

A0 $6, nous rixamons en les complétant des résultats oblenus dans
notre theze de doctorat (non publide) préseniée en 1927 an Massachusstls
lustitate of Technology el relaiifs & nne meodification proposée par
Eddington au probléme intérivur de Schwarzschild.

Le § 7 est relatil' a influence de la formation de condensations locales
sar fa rupture de I'éguilibre d’un univers d'Einstein : nous retrouvons
notre résuitat (M. N, tH-1931-480) que la pression & la zone neutre est la
facteur déterminant de fa rupture d'équilibre en éliminant les complica-
tions techniques qui encombraient notre démonstralion primitive,

Au § 8, nous étudions le développement de condensalions sphériques
dans I'upivers en expansion, dans I’hypothése o1l la pression esl négligeabie
el retrouvons comme cas particulier 'onivers de Friedmann.

Nous intégrons ensuite, § 9, I'équation de Friedmann par les fonctions
eltiptiques de VWeiersirass el meltoas les équations sous une forme aifapiée
aux calculs numériques. ;

Au § 10, nous introduisons I’hbvpothése que les amas de nébuleuses sont
en équilibre. Cetle hypothése peul élre vérifide par Pobservalion. et le
résaltat est favorable. On obtienl comme masse moyenne des nébulenses
7 X 10% fois [a masse du soleil et comme coefficient d’expansion de I'uni-
vers 13,

Nous indiquons comment cette nouvelle hypothése pourrail donner une
signification cosmique & la Iréguence relative des amas el des nébuleuses
isolées et lever ainsi Pindétermination qui subsiste dans la loi de I’expan-
sion. Nous calculons ensuite dans diverses hypothéses, la durée de Iex-
pansion et le rayon de I'univers. _ '

L’hypothése de Péquilibre des nébuleuses semble exclare le cas eritique
pour lequel le rayon d’équilibre dépasserait de beaucoup le milliard d’an-
nées de lumiére. Nous étublissons le résultat que dans ce cas eritique la
distance'd 'instant d'équilibee dex points les plus éloignés qui peuvent
échanger de la lumiére au conrs de I'expansion est encore de quelques
milltards d’années de lumiére.

Au § 13, nous écartons une conlradiction apparenie enlre la théorie de
Friedmann et la solulion du problame extérieur de Schwarzschild. [Yaprés
cette derniére, une masse telle yue celle de I'univers ne pourrait avoir un
rayon infériear 2 un milliard d’années de lumiére. Nous montrons que
a singularité du probléme extérienr de Schwarzschild est une singularité
apparente due au {ait que I'on a imposé une solution statique et qu’etle
peat étre éliminée par un changement de coordonnées,



~Au § 12, nous discutons la possibilité pour univers de passer le zéro
‘théorique du ravon. : .

- Alaide d’an modéle anisotropigne d’univers que nousa proposé Einstein. -
nous montrons que I'anisotropie ne fait que précipiter la contraction.
Analysant les diverses forces qui pourraient arréter la contraction d’un
univers oti la valeur du rayon se préei pilerait vers zéro, nous arrivons i
la conclusion que seules les forces non-maxwelliennes qui dé{endent ’inter-
compénétration des particules ultimes de la matiére, paraissent capables
de metire un terme i la conlraction, lorsque Ja valeur du rayon de
I'univers est réduite aux dimensions du systéme solaire.

Nous en concluons que I'origine de la terre est postérieure a un tel
événement et cela nous lorce i écarter les solutions ou le rayon de I'uni-
vers serait plus petit que le rayon d’équilibee et.en particulier les solutions
quasi-périodiques.

1. CALCUL DU TENSEUR DE RIEMANN.

Nous prenon: comme point de départ I'étude des équations de la
gravitation dans le cas trés général d'une [orme quadratique

; 2 2 2 . 2 2 2 2 2 2 2
‘t.1 ds®* = qa dx - r =
( } s a ;+ a!d'rz-f- ugdxa ; aicia:4 apd% .

00 @y, a4y, ay, ¢, sont des fonctions des quatre coordonnées, et nous nous
proposons d’écrire explicitement les équations de la gravitation

(1.2) _ KT;+3§:=—R:_+ ‘gg;ﬂ,
ou
' a x
13 R_=g R’—— T - " o ~r* LB
il uv g,uﬂ' v ara oY v af b pa vg o

~ Les caleuls se simplifient considérablement si on remarque que les a,,,

qui ne sont pas des tenseurs pour une transformation générale des
coordonnées, sont pourtan! des covarianls du premiler -ordre pour des
transformations spéciales de la forme’

&’

Ly =CuTy

00 ¢y, Cy. G5 €, SONL des constantes,
- Pour ces transformations spéciales, les expressions
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et

' y .
1.5) @, =l i

k
ikl e a {Elzz:k{!zIE



sont des invariants. Nous devons donc nous attendre 4 ce que les dérivées
ne ﬁgurent danc Pexpression de R (sans sommation), que par les o, et

a. . puisque R est invariant pour les transformaltions spéciales.

Dans la sulte._ nous suspendrons la convention erdinaire de sommation
" pour. des indices désignés par des letires latines.

Le~ symboles de Christolfel, qui ne sont pas identiquement nuls, sont

(1= A)

r S B ¢ =q.a
it a. op.  tiTii
i i
; \ k S ;
{1.6) M= ——a—=—-——a.,
{ 11 ﬁi' '}xk a 1k
rf i——-aak =a.a
L A a, ar’i i ki

\ou- calculerons tout d’abord le tenseur de Riemann contracté R i

u=v=1{. Nous mettons en évidence dans les <ommations les valears de
Uindice sommatoire égale i ¢ et celles &, { différentes de ¢ et différentes
'une de l'autre, et remplacons les sjrmhoieq de Christoffel par leurs

valeurs (1.6).
Nous obtenons ainsi

R d 2 [s 2] 4 5[4 ]
L a: o, a; ar,, a; Bz!. ay Emi

T T e e Gpp 7 %) O

-
R e L P |
Effectuant fes dérivations et substituant par (1.4) et (1.5), il vient
. i :
(1.9). Ri=op F oy —a,0,— %k g + a9,

expression supposée sommeée pour k et { différents de 7 et différents 'un
de Pautre.
Cetle expression peut s'écrire

0 e Yo

ot les;B,, sont supposés égaux i zéro pour i =k, el dont I'expression
pour @ 7= & peul s’éerire d’aprés (1.4) et (1.5)
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la somme en [ s’entendant pour les valeurs différentes de 7 et de k.
Le scalaire totalement-contracté R s'obtiendra en faisant aussi 1a somme
en ¢. 1] contiendra deux fois chacun des B. ;1 Bt nous pourrons écrire

|
1<k
Les équations de la gravitation (1.1) s'écrivent done pour p=—v —{
(1-41) KT?+L=T3“

ou la sommation s’entend sans répétition (k << 1) et pour les valeurs de &
eti différentes de ¢, coit explicitement,

«T + A = B, + By, - B,
KT, + A =B,5 + By, + B,
KT+ A =B -+ By, + B.,
kT, 4+ X =B, + B,; + Bss

- 1 nous reste & calculer les composantes Ry pour 7 += . Employant la
méme méthode, nous obtenons

R 4 [_ 3 (_1_3“5;')_ 3 (’;1_%)
aa,. a:a, Bxl. a, Eﬁ.:a:}'E d:z:k \\ﬂk éa:t.

ca (L) (L1

('J =)

dc, \ a; 9z, | dx, \'a, 3z, @, o,/
T T % g T % Oy
@i P — % aik — % %

+to o tog e+ 200, a0,

soit. en effectuant les dérivations et substituant par (1.4} et (1.3),

Hek
aa, Gk T % T % Oy
ou par (1.1) v i : .
(1.18) ﬁxTik.:S"._ﬁ_lﬁ._J_ﬁiﬁ#i_‘?_‘f&],
. st af a:c?.a.'rk ai 3_1:!. B'T'k ak Bxl' azi

la sommation en ! étant entendue pour les valeurs différentes de 7 et de 4.



2. SYMETRIE 3PHERIQUE.
Par symétrie sphérique, nous entendons le.cas ot denx des coordonnées
x, et 2, ne figurent dans le ds* que par l'expression

2.1) d. 4+ sin® x, dz

ou une expression egquivalente.

[.e ds* est alors invariant ponr les transformations de z, et z, qui
laivsent invariante cette expression et qui lorment le groupe des rotations
d’une sphére de rayon un autour de =on centre.

[ans ce cas a,, a,, @, ne sont fonctions que de z, et z, et

(2.9 Mty =g, SN T,

Toutes les dérivées en x, =ont donc nulles, ainsi que les dérivées en xz,,
sanfl pour les dérivées premiéres,

g Ein
(2.5) | é:zrz = (, COS s .

Pour les dérivées secondes, on aura en particulier
13 ( 1 3a, 1

asa; 0%, \ a, o, a

(2.4)

L

L)

Les équatians (1.9) deviendront donc

e R ORIl

1 7o /1 da, 1 Ba,l e,
P —Pa=yo a:(a—, At
@5) ! | ¢
, a4 o1 a1 3a da
Peu = Ba _a,;a "1"4(fh Z‘x*)_‘_a? ar, Bx,:'
- 1

:lEkr . 071 da,
B = a.a, 7, Tm 6433:)

tandis cﬁ:e (1.13) donne

= q‘ 4
(2.6) —«T,, ;[ fa, _ 1 a, 00, 1 da,d, J

N oz, ox, .-:r,. Bx, or, a, or, oz
2

T12=T13=T23="T24=T34=" 0

Les coordonnées z, et x, sont jusqu’a présent choisies d’'une maniére
arbitraire.
Lorsque le tenseur matériel n’est pas nul, 1l y a une partition naturelle



- de 'espace et du temps imposée par la matiére ; on peut en effet déter- .

. miner des lignes d’univers, telles que si on choisit z, constant le long de

“ces lignes, on a T,, =10. Les lignes z, constant sont alors les trajectoires
orthogonales des lignes z, constant,

- Dans la suite, nous nous attacherons a dtude du champ loreque les

' coordonnées ont été ainsi choisies. f

- Il importe de remarquer que cette facon de faire ne dtmmue en rien la

. généralité des résultats obtenus.

~ Dans certains cas, e choix des coordonnéss peut étre plus ou moins

.indéterminé. Il peut se faire aussi que lintroduction de ces coordon-

‘nées produise des singnlariiés analvtiques qui demanderont une étude

. spéciale.

. Pour des coordonnées telles que T,, =0, il est commode de se servir
~du théoréme de conservation

.qut donne les deux relations
i

' oT 9 1
Ry LI ik —_— —
2.7 | B:r:l_'_a, a_};xk i ‘]*f* 63;1 (T T) {}

| 9 da, o 12
28 LT+ o2 (T -1 =0,

‘exprimant le lheorpme de conservalion dp I’ﬂnergie et Péquation d’égui--
_hbrp (quantité de mouvement égale a zéro).

Fltmmant T entre ces deux équations el groupant les lermes en T et

en 'l‘4 i vient
' !

da, Tl - 2 da, ¢ ity _L_( 1 eq, da, 1 ea, ot \ T
or, dx, © a, om, dw, 1 , %z, dx, | @, oy, or,)
l -
_Oa, Yt 2 3@y ¥, e, 1 Ry da, , 1 da, dw)) T
T ar, &r4f+ a, o, 555]1‘4"“ \a, 3, ox, | a, o, dx,/ ¢

et utili=ant (2.6) avec T, =10, et multipliant par uf,
6 2 3(! ad -fT.
Py [T T, o, L".T, I-T a . 32 }

(:pel nous rondail a rechercher < 11 n’existe pas une expression ® des
et de lears dérivées, telle que

(2.9

Q B ] : BE:,_'__(?-(_D-
:(.. 1th) , Tl 2, =5
@.11) T 22



En raison de la symétrie qui subsiste dans nos formules entre les indices
1 et 4, il suffit de faire la démonstration poor un des deux cas, par
exemple pour (2.11).
Nous avons, par (1.12) et (2.5},
M, oty

kKT“+ )\‘) EI‘: {3: == {B-_‘S +:?"B|f_r) [Ej N -
- LA l

&r,

1 Zap\3 9
_&ag+ 1 Bn..\ ' n..%_ir’{l an,\
oz, \

dx, / a, ox, oz, [‘\ a, o,

i

I
Ba..\ da, | 32a, oa, da, da.

a \7,/ oz, - a, -ngi d, ar,
1 4

Tenant compte de (2.6), (T,, = 0. le dernier terme pent s'écrire

2rr r 3(1‘ ‘1 aa. ("L’I_1 i ﬁt’!2
a lar r‘v.ti L A, n | ér,
4
_2a,%a, 2 [1 24,7 3 (1 ,an?)
a, ar, o, | a, d, | ® o, o Loz, I

4

I} vient ainsi

R R SERFIEN]

a2

ce qui ju's'tiﬁe {e relation (2.11) avec

(2.19) ';_[_1_,_ gf‘j* (‘"ﬂz) ji

3. qum‘&m SPHERIQUE RESUME.

4vant de discuter les équations que nous venons d’obtenir et en
montrer la signification et les analogies qu’elles présentent avec les
formules de la mécanique classique, il nous faut reprendre ces résultats en
employant des notations plus adaptées aux applications.

Considérons un ds* de la forme

8.4 ds*= — a*dy* — r* (d0* + sin*0 do®) + c*di* ;
— a*, —r*, ¢* sont les fonctions de z, = x et z, = ¢ désignées précédem-
2T 2 ..
mentpara,a, a. Nous écrirons en outre
3
3.2) : T-p, T-——p, T=T$=-—-T.
La constante d’Einstein est




.ot K est la constante de la gravitation et ¢, la vitesse de la lomiére. Au
lien de @, nous inlroduirons une fonction m = — 4 wid,
De ceite maaniére, les équations (2.10) et (2.11) s’écrivent

o : or om

E - .lr '\2 ‘—

:(3.3) drpr® = =%

_ or Im
i f .12 ———— ——
@34 CATpr = ey

La premiére est I'éguailion classique entre la distance, la densiié et la
masse.
[’équation (2.19) peut s’écrire

@n S (Zy=_¢ AR E'iﬂ-:- 2hm M
; Lo .’.) ! T 3
. Elle est analogue a Véquation C]:ISSI([HE de 'énergie sous ’action de
diverses forces, parmi lesquelles on reconnait la force newlonienne de
gravitation.

L’équation (2.8). (T,, = (1, pent s’écrire

a,/la; 1336.
atkrz ¥/ @e o

En dérivant (3 3), en tennnt compte de (3.4) et (3.5), on obtient, aprés

=

I L=

9

(3.6)

. e ar
simplification par 2-,-»

H az

- 2 2.
- = o 9 (% ar)_ £ or & . l\m ¢
j(.3:.;) o W\ e W)T ooy oy — 4k pi 3 3

Cette expression est particuliérement utile lorsque a3t <’annule, auquel .
cas Péguation (3.4) devient illusoire. 11 est aisé de montrer directement
qelle s"applique encore dans ce cas. :

Enfin, les théorémes de conservation (2.7) (2.8) '8crivent

2 S NI B A 1 2 -
(08) ) oy T —a~x_(p T)—,L-E "*BE-‘(]J—P)—D,
op 1

“ A T I I O TR
{3.9) ow PO+ (p0)=0.

ot !

Sous eatte forme, les équations deviennent remarquablement intnitives.
La roordonnée y est attachée 3 la matiére et jmre le réle des valenrs
initiaies des coordonnées en hyvdrodynamique classique. » est analogue
a la distance variable 4 Porigine ; en fait, » est la distance telle gu’elle
pent 8tre estimée a partir de mesures normales au rayon vecteur. (3.3) el
(3.7) sont alors les équations du moitvement de la matiére, m correspon-
dant a la masse intérieure a la sphére matérielle mobile de rayon y.



L C pa . e oc .
L’equauon-(ﬁ.S) est analogue a I'équation d’équilibre, %— —a-;— jouant

le role de la force de gravitation résidueile, décomple fait de la réaction
d’ entramemem

4. {-:H:A.}IPSE: QUASI-STATIQUES.

Considérons le cas ot
: &r

— =
| a ="
ou doenc la matiére est en équilibre. Nous avons alors par (3.6)
| on __
o T
et par (3.4)
- | N
| 3 =
et donc par (3.3) ou (3.9)
: op __
5 =0

Mais ¢ n'esi pas nécessairement indépendant du temps. C’est pour cette
raison que nous désignons ce cas sous le nom de champ quast-statique,
par opposition aux champs statiques, ol ¢ est indépendant du temps ou
peut en gtre rendu indépendant movennant un changement de variable.

On a par (3.5)

‘ 2 308 drt
(4.1) adxf —=Em .
]~ =7
er 3

avec par. (3.3)
42 hmprt == 21
(3.7) devient’

_ . o
wp ARy dmo_ L 2w

o G

tandis QElé (3.8) s’écrit
o 2 1 %
4.4 E"“{“;(P""T]‘Jr'?‘g;@'l‘ﬂ)ﬂﬂ-

Naturellement ces équations ne concernent que la partie mécanique du
probléme qui ne peut étre délerminé que lorsque nous avons quelque
information sur le genre de matiére & laqueile nous avens affaire. Nous
disposons de quatre équations entre 6 variables a, p, p, 7, m et ¢, il nous



- faut deux conditions suppiémentaires. Par exemple, nous pourrons avoir
- affaire 4 un fluide
L ——

. avec une répartition donnée de matiére p en fenction de r. :

5. DENSITE D'ENERGIE UNIFORME. .

- Considérons ‘en particulier le cas ol p est non seulement indépendant
. de ¢, mais aussi de X. On peut alors, par un changement de variable,
- rendre a constant, et choisir la valeur de cette constante. Nous prendrons

" (5.4) ' 1“ _ 8mKk A

. a Sg; ‘ -3_
- el obtenons par (4.1) et (3.3)
- (0.2) 7 == g Sin % ,
- et (4.3) devient
. . | 4 K 1 A eoty
(5.3) TP T T IR
Pour un fluide, (4.4) devient

: op 1 oc
(5.4 B Ll p)=
(5.9 | w To5 ot+o=0,

d’otl, puisque p est constant,

47k i)
— P+ p)= Y

. L]
Substituons dans (5.3), en tenant comple de (3.1), et intégrons, 1l vient

(9.3) ¢=fi{D) — fr(¢) cos X .
Nous obienons donc | |
5.6  ds*= —a*[dx’+ sin’(d6* sin®0d0?) ; +[£,(1) — f.(¢) cos xar

. avec _
' Bxpf,(t)cosx — (xp — AN (1)
f1(t) —Fe(t) cos X

La pression peut étre nulle pour
(kp — 2X) (D)

(5:7) | 3Kp=

: (5.8) sy, =g VAT
. et infinie pour |
) R A

- Lorsque les lonctions f,(¢) et f,(¢), onr dn moins leur rapport, se rédui-
. sent & une constanle, on reirouve les résultats connus de Schwarzschild.



Pour 7, (.!} -0 et kp =2\, nous vbtenons 'univers d'Einstein. & nous
faisons varier f,{{), uous obtenons une mise en charge progressive de
I'univers, la pression variant suivant la lo :

- ({) cos
(D]O) Co D= Fr f x J
- fi(0) — F.(t) cos x

On peut imaginer cette pression exercée a lorigine x =), el se repar-

tissant dans le fluide incompressible en maintenant I equlhhre. La pression

o o . - s . hLy
diminue d partir du cenlre, pour s"annuler au plan polaire y = 5 de ce

centre.

Les choses se passent dilfféremment pour un univers d'Einstein de forme
simplement elliptique, ou pour un univers avec points anlipodaux
distincts. Dans ce dernier cas, x varie de (2 w et la pression est différente

. T v 5 = v v
de part et dautre du plan x = -4 ; elle est négative dans ["autre moitié de

-

I'espace, et dilférente en valeur absoloe en des points correspondants.

Ces résullats sont natnrellement sans intérét direct pour I'éinde de
I"univers réel qui ne peut en rien étre assimilé 4 un fluide incompressibie.
fls ont pourtant Iintérét de montrer comment Punivers peut rester en
équilibre, quoique sa masse propre varie.

Celle-ci se calcule aisément ; on a

-l‘x
M) = J 4w a® (p — 3p) sin*y dx,

a

ou p est dgonné par (5_.'10).

Posant - ‘
. S
=
on trouve! ' .
f:a _ _E.___) —eindy _3SinX
M(x)= g‘m Py 06 ¥ — sin 2y S B
, COS T . By
—l—h%m—%arct [tg%tg(z-'F—g")J[

gt pour la:masse propre de 'nnivers 4 points antipodaux disiincts
| _ 240t B
M{m)=3n*ap (1 —3 tg‘-‘-‘j, .

Pour f, =0, et p== 0, nons obtenons 'univars de de Sitter.

Une conséquence de la solution intérieure de Schwarzschild est, gu'elle
semble imposer pour le rayon minimum d'une sphére de masse donnée,
une limite plus sévére que celle imposée par le probléme extérieur.

{leite limite s’obtient pour :

L =),

auquel cas la pression est infinie au centre.



On a alors {pour A= 1)) par (5.8)
oS ¥, = {i—,
d’ou, pour le rayon correspondant,
r=asiny = a\8/9,
tandis que le probléme extérieur permetirait un rayon aussi voisin que

'on veut de «. |
- Cetfe limitation provient uniquement de ce-que l'on a supposé la
- matiére fluide.

Considérons, en effet, de la matiére se soulenant comme le fait une
voilte sous Faction de tensions transversales. La pression radiale p peut
- étre nulle ou plus généraiement constante.

Dans ce cas, ’équation (5.3) peut encore étre intégrée et donne
- - i, (I —Aa? L xpa®)
¢=[;({) {cos x;

tandis que I'équation d’équilibre (3.8) donne

tor o
T_‘,U=“3;.£(P‘f“ﬂ}_a£'=

- solt

T—-p=f%i(p+p) (1 —Ae® - xpa®).

En particulier pour p=0etA =10, on a

G.11) ds = — @ [dy® + sin®x (d6® - sin®8d ®*)] + fg () de_
. _ 3 cos y
“avec
.. (5.12) T =-§— lg® x et «xp =§=

Ou peut donc construire une sphére soutenue par tensions transversales
_ et qui remplit Pespace aussi complétement que Pon veut.

- La limite inférieure dn rayon pour une masse donnée est donc déler-
-minée par le champ extérieur et non par la solution du probléme intérieur,
sion w’impose pas & la maliére Pétat Hluide. Les deus solutions peuvent étre
combinées. On peut imaginer un liquide, de Peau par exemple, dont une
-partie ext gelée et forme Jes sphéres concentrignes de glace se soulenant
‘indépendamment les unes Jes antres par tensions normales. Ces sphéres
sont alors adiabatiquement fondues i partic du centre donnant le fluide
“de Schwarzschild. La solution de Schwarzschild peut a chaque instant étre
raccordée i la solution p=1=0 en choisissant convenablement les valeurs
‘des fonctions f£,(2), £,(1), f.(). On peut ainsi augmenter progressivement



Je rayon de:la région fondue jusqu'a ce que la pression centrale devienne
infinie et le probléme de Schwarzschild n’ail pas de solution. Geci met
clairement ‘en évidence la nature vraiment paradoxale du résultat de
Schwarzschild.

8. PropLEME D'EDDINGTON.

Eddington a suggéré gue 'on pemala plus naturellement considérer
pour le prohleme de la sphére fiuide homogéne, le cas ol la densité de
masse propre

(6.1) d=T=T +3T ~ p—3p

gt non p e-t considérée comme constante.
Les égquations du probléme sonl, éliminant ¢ entre (4. d) el (4.4)

oy AmK o Km Mg 2k Ay 1 op
(b n} 2 p [ w - 2 v, |
C; ¢, r* 3 \ c,r 3 -- -{t-p ro7
dm

4 (d + Ip)yri== dr

ot les deux fonctions inconnues sont p et in.
1| est commode d’employer au lieu de m, la pression moyenne g définie
par :

q==—_;J préds

1]

QOn a alors ,
m=4T§ (0 + 39)

Si nous posons

(6.3)

z . ¥ 12 7

les éguations deviennent

. ; (z+y+8HE+3) _
(6-4) i + — (¥ +Hu L
: f dy | 3 y—=
(6.5) i du "3 u =1.
Les solutions, c=y=—29, =y = — 3 correspondent respective-

ment aux univers d’Einstein et de de Sitter,

H est assez facile d’étudier 'allure des fonctions z et y pour de grandes
valeurs de ces variables. On peut alors négliger les lermes numeériques a
edté de = ou y.

Posant

(6.6) , . z

& | e

I

2 |»
L~
|



on peut éliminer u et on trouve

(6.7) ﬂ__x .:}K:--Y_ 1—%
; T —X—2Y 9
La solution de cette équation correspondant i des valeurs initiales
finies de x et y est la solution particuliére passant par Iorigine. I} est
facile le discuter allure de cetle solution et de montrer que, partant de
origine & une inclinaison de 45°, elle s'enroule en spirale dans le sens
direct pour tendre asymptotiquement vers le point
1 -3
X=x. =2
7 7
- 1l en résulte que X passe successivement par une maximum X,, un
minimum X,, ele., et que les courbes z, sont successivement tangentes
aux hyperboles

J— };k -
T u
Lorsque Ton fait varier les valeurs initiales, les points de contact se
déplacent et les hyperboles forment autant d’enveloppes des courbes
On peut s’attendre 4 ce que ces caractéres généraux subsistent pour
Pallure des solutions méme lorsque « et y ne sont plus petits.
- En fait, il résuite de calculs numériques qui ont fait Vobjet d’une thése
non publiée, présentée en 1927 an Massachusetts Institute of Technology,

que |z premiére enveloppe peut étre représentée jusqu'a des valeurs de
x voisines de — 2 par la formule.

0.22( -
P == v — 9,69,

U

tandis que Ja limite des asymplotes peut se développer en série

:x;——-=}—u—78">?l + 0.168% 4 0.994 + -

Il en résulte que lorsque I'on fait croitre la pression centrale, le rayon
(p = 0) augmente d’abord, passe par un maximum sur la premiére enve-
loppe, décroit ensuite jusqn’a la seconde enveloppe, puis eroit & nouveau
et tend en oscillant vers un point limite sur la limite des enveloppes.

- Pour A=0, le premier maximum a lieu pour

: = 0.083
et le point limite est &
' w = .03,

~ On peut se rendre assez facilement comple du mécanisme de ce résultat
apparemment paradoxal.

. Lorsqu'on augmente la pression centrale, on tend naturellement &



augmeunter le rayon, mais en méme temps on augmente I’énergie contenue
dans la matiére

p=2> 4 3p;
L’elfet gravifique de cette énergie finit par compenser I'effet de la pression
et les deux inlluences I'emportent tour a tour.

En d'autres termes, dans I'hypothése d’Eddington, il n’est plus question
de variations adiabatiques, on ne peul augmenler la pression sans apporter
de Pextérieur de l'énergie et l'elfet gravifique de celte ¢pergie supplé-
mentaire finit par 'emporter.

Pour certaines valeurs du rayon. il existe plusieurs configuralions
d'équilibre ; il est claie que, sauf celle d’énergie mininam, ces conligura-
tions sont instables.

7. INSTABILITE DE L'UNIVERS D'EINSTEIN.

Aprés avoir éludié les champs sphériques quasi-slaliques, nous nous
proposons d’examiner comment pent se produire la rupture d'équilibre
d'un champ quasi-statique et en particulicr la rupture dJd'équilibre de
'univers d’Einstein.

Nous imaginons que par un processus que nous tacherons de conserver
aussi général que possible, on modifie soit 'équalion d’état de la matiére,
soil sa répartition. Nous supposerons qu’au moment de la rupture d’équi-
libre on 2 encore

” 2ax or

(7.1) -

et par conséquent

: a_am_%p _

(7.2) Al i R
comme pour les champs quasi-statiques ; mais ces relations ne sont plus
maintenant des identités. Nous reportant a V’équation (3.7) de 'accéléra-
tion et tenant compte des relations (7.1), (7.2), nous vovons que la ruptnre

A T . Y oc
de I'équilibre ne peut provenir que d’une modilication de p ou de =

Nous avons vu plus haut des exemples de teiles modifications, mais alors
ces modifications étaient ajuslées de maniére i ne pas troubler équilibre.

il est clair que si p el -5"; ne varient pas, il est impossible de rompre

xs : 0 : ;
I’éguilibre, et cela méme 1 p et —“% varient aulre part gqu’au poinl con-

sidéré. Si on met en mouvement une région inlérienre par exemple, bien
entendu en conservant la symétrie sphérique, cela n’aura aucune influence
sur la région extérieure, pourvu que la pression et la force de gravitalion

—;% n’y soient pas modifiées.



L.a condition

‘peut encors étre considérée comme la condition pour que les lignes
‘d’univers x constant définies par la matiére soient des geodésiques.

Pour étudier la rupture d’équilibre de Punivers d’Einstein sous I'effet

de la formation de condensations locales distribuées uniformément dans
Lespace, nous imaginons un grand nombre de cenires de condensation
distribués plus ou moins uniformément. If I’y a pas moyen de les
Supposer distribués d'une maniére parlaitement homogeéne, car, dans
lespace elliptique, il n'y a pas Péqnivalent des réseau cubigues ou des
piles de boulets de I'espace euclidien. Mais statistiquement la distribntion
peut étre supposée uniforme.
- Le processus de condensation est supposé se développer d’une manisre
semblable autour de chaque centre de rondensation, et il existe naturel-
lement un. résean de surfaces formant Jes cellules entourant les centres
de condensation et qui sont le lieu des points qui me sont pas davantage
sous l'influence de I'une ou de Pantre des deux condensalions quils
séparent. Ces cellules forment |a zone neutre enire les champs de gravita-
tion des condensations., .

~ En vertu de 'homogénsité globale que nons avons supposée, il est clair
que toutes les cellules se comportent de méme ; elles sont toutes epn
équilibre, ou elles se dilatent ou se contractent toutes ensemble. 1| suffit
donc d’etudier le mouvement d’une senie d'entre elles pour se rendre
compte de U'équilibre ou du mouvement de ensemble de 'univers.

Fixaat notre attention sur nne cellule, zone neutre d’une condensalion
particuliére, nous supposons que cetle condensation Jouit de la symétrie
sphérique, et que nous pouvons tenir compte de Vinfluence des conden-
sations voisines en les remplacant par une distribution de matiére de’
symeétrie sphérique. La zone neutre est alors upe sphére. '

- Les points de cetle sphére jonizsent de la propriété que leurs lignes
d’univers sont des géodésiquies, ou encore que la force de gravitation y est
nulle, puisque ni la condensation interne ni les condensations voisines ne
peuvent ¥ avoir une intluence prépondérante. On doit donc avoir 3 la
zone neutre

| 3

X
et, par conséquent, équilibre ne peut sire rompu que st les modifications
apportées & 'etat de la maliére ont fait varier P, la pression radiale { lu
zone neulre.

Si done nous voalons comparer un univers globalement homogéne
mais comportant un grand nombre de condensations uniformément

[y

= (],



réparties avec un univers d’Einstein parfaitement homogéne, nous avons
4 considérer le résean de celiules formé par les zones neutres separant
les condensations. L'univers homogéne doit, pour ainst dire, éire tangent
en ces:poinls  I'univers présentant des condensations, et la pression
normalemeént aux zones neutres, doit étre la pression adoptée pour
I'univers homogéne. Alors I'équilibre, ou expansion de I'univers homo-
géne tangent, nous fait connaitre I'équilibre ou I’expansion du réseaun de
zones neutires.

Les deux univers peuvent avoir des masses différentes ou des volumes
différents. On ne peut rien conclure de cela, ie facteur déterminant est |a
pression & |a zone neuire. _

L'intérét de ce résultat est qu’il est complétement indépendant du
processus particulier suivant lequel se développent lex condensalions. []
donne le moven pour tout processus particulier de prévoir V'effet de ce
processus sur |'équilibre de Punivers.

En particulier, si la pression est nulle et reste nulle aux zones neutres,
les condensations ne modifient pas I’éguilibre. La pression radiale & la
zone neutre est T densité d’énergie traversant cette zone, et mesure donc
Iintensité des échanges enire les condensations. Nous avons appelé une
diminution de ces échanges d’énergie, une < stagnation de Punivers ».
Seul ce processus de stagnation peut déterminer la rupture de I’équilibre
dans le sens de |'expansion.

8. CONDENSATIONS DANS L'UNIVERS EN EXPANSION. .

Dans les applications & 'univers réel la pression est généraiement négli-
geable’vis-a-vis de la densité. Dans le cas de I’équilibre nous avons bien
di en tenir compte, puisque Iétude d’une rupture d’équilibre dépend
naturellement de forces minimes, mais pour I'étude de I'expansion de
Punivers et le développement de condensations au cours de l'expansion,
nous pouvons la négliger.

Dans ce cas, I'dquation (3.4) nous -apprend que m n’est fonction que
de x, et 'équation (3.8), pour p=1= 0, que ¢ n’est fonction que de t.

Moyvennant un changement de variable, nous pouvons done supposer
¢ constant et poser

: C=Co
Nous avons alors, par (3.6)
1 or

et (3.‘1%) devient
- 2 (2N o
s w=—(5) 7

ot r est une [onction de x et de { satisfaisant a (3.5)

— ¥ (d0* + sin® 8 d@?) + c*di*



. ar\? , WWm . Ae* .
(8.9 ) =l — o) 2w A
0u par :3.3)
(3.3)  4mpo® S
o ax @y
Enfin, I"équation (3.7) devient
: Fr  Km | A
(3.4) | E= Tt
L’élément de longueur & ua instant £ est d’aprés (3.1)
do® = fftzx) 4+ 12 (46 4 sin? 8 dq;‘f) )

Lorsque f(x) == 1, la géométrie est donc euclidienne. Les équations ne
different alors des équations de la mécanique classique que par Iintro-
duction de la répulsion ioqmique et, en ontre, par le iait que la constante
d’énergie dans (8.2) qui, au point de vue c.la ssique, pourrait avoir une
valeur arbitraire, est mainlenant nulle.

Dans le cas général, on peut encore considérer » comme la distance
i Porigine, et la conslante d’énergie en chague point matériel, c’est-a-dire
pour chaqufl valeur de x, peut éire choisie arbitrairement. \ials alors la
géométrie n'est plus euclidienne. On peuten faire une carte dans un
espace euclidien ot les longueurs normales au rayon vecteur sont
représentées en vraie grandeur. Les longueurs suivant le rayon vecteur
sont alors représentées & uune écheile

dr = f(x).

* L'échelle des longneurs radiales ne dépend que de x, ¢’est-i-dire reste
la méme pour chaque point matériel pendant tout son mouvement, et elle
est ltée a la constante d’enertrle dans Iéquation du mouvement de ce
point d’aprés 'équation (8.9

La coordonnée yx peut nature]lemem étre choisie arbitrairement.
Lorsque f(x) est inlériear on égalt 4 un, on pourra choisir la coordonnée x
d:e telle sorte que

f(x}= cos x,
alorc (8.2) s’écrira plus simplement
- \l} h = &l
(8.21) () =~ csinty + 2Em 4 Moe

(e choix des coordonnées convient lorsque 'espace est fermé. Pour un
espace du type simplement elliptique, tout Pespace est décrit iorsgne

-

x varie de O a -5}15-



Il importe de remarquer que m n’est pas la masse réelle intérieure a la
sphére X, mais bien la masse calculée & partir de la densité p sans tenir .
compte de la courbure de P'espace. La masse réelle est

) X dm
(83) M (X) ﬂj’o Cos X

el, lout comme m, elle est indépendante du temps.
Dans le cas particulier ot 1 est proportionnel & sin’x, nous avons

(8.0) m = %{ M sin® x

on M == )| ‘,r:) est la masse lotale de Punivers (simplement elliptique).
Dans ce c;s..lon peul écrice

(8.7) r=="R(¢) sin x

et on obtient I'univers de Friedmann

(3.8) ds* = — R*[dx* -+ sin® x (d8® + sin® 6d @*)] <+ c*ai?,

avec
P 2
8.9) (5) ==+ s+ e

Utilisant la méme méthode qu'au § 7, nous pouvons étudier le dévelop-
pement d’une condensation dans I'nnivers en expansion. Nous supposons
cette condensation de symétrie sphérique, el nous remplagons les conden-
sations extérieures par nne distribution movenne. Cela revient a supposer
que m est proporlionnel a sia® X en dehors de la condensation, mais suu
une autre loi dans la région centrale.

Pour 'univers au large, les trajectoires des couches matérielles concen-
triques seront homotheétigues (8.7). Dans la région centrale au contraire,
elle pourront se rapprocher ou s’écarler davantage, marquant ainsi le
progreés ou ['allénuvation de la condensation.

il pourrait arriver que les trujectoires correspondant i des valeurs
différentes de x arrivent & se conper. Dans ce cas, nolre solution devient
inadmissible, car x est une coordonnée et ne peut donc avoir deux valeurs
pour le méme point. I’hysiquement cela veut dire que I'hypothése que
nous avons introduite que la pression est nulle devient inadmissible a
partir d’une certaine valeur de x.

En particulier, si des trajectoires retombent sur le centre, il ne sera
plus permis de traiter le probiéme sans introduire la pression Nolre but
est simplement d’étudier la tendance des condensations i se développer,
plutdt que de suivre leur ajustement final pour lequel nous ne pouvons
évidemment plus supposer ¢ (polentiel gravifique résiduel) constant, ni



non plus négliger les effets de rotation exclns par notre hypothése sur
la symétrie sphérique.
- [l est bien connu que les équations de Friedmann admettent les types
de solulions sutvants :

1" expansion illimitée de 0 a 'ss, lorsque les racines du second membre
de (8.21) sont imaginaires ;

2° cas limite des racines positives confondues, » variant de zéro a la
distance d’éqnilibre, ou de cette distance d’équilibre a l'infini ;

3" eas des racines réelies :

a) branche élastique d’un minimum a 'infini, avec comme cas limite la
solution de de Sitter ;

b) branche quasi-périodique de zéro a un maximum.

Ces différentes éventualités se présentent suivant que

3Km VX
Tetsinty

est plus grand, égal ou plus petit que Vunité.

Si, par exemple, m est proportiounel a sin*y, la région centrale sera du
type quasi-périodique retombant finalement sur le centre, tandis que la
région extérieure sera do type d’expansion illimitée. Un tel modéle nous
permet donc. sous réserve des remarques faites plus haut, d’étudier la
formation de condensations dans un univers du type d’expansion illimitée.

Il est lentant d'appliquer ce modéle a la formation des nébuleuses.
11 parait pourtant prélérable d’attendre un développement ultérieur de la
théorie qui nous affranchirait de I'hypothése de la symétrie sphérique qui
n’est manifestement pas réalisée pour les nébuleuses spirales. Ce déve-
loppement sort du cadre de cet article qui ne considére que des solutions
exactes des éguations de la gravitation.

Dans Ie paragraphe suivant, nous développons la solution de F riedmann
par les fonctions elliptiques de Weierstrass. Le probléme est le méme
ponr 'univers & condensations et 'univers homogéne Nous considérerons
le premier cas, et le passage 3 'univers homogeéne se fait par les équations

(8.6) »t (8.7), ou plus simplement en posanl y == 3; r=R, m= %!:— .

Dans le cas de 'univers homogéne, il y a une grandeur
o

(3.10) o f cal

qui a une importance particuliére : c’est la distance angulaire parcovrne
par la lnmiére. Elle peut servir & mesurer le temps. Sa signification n'est
plus si immédiate pour univers i condensations.



9. INTEGRATION DE U’EQUATION DE FRIEDMANN PAR LES FONCTIONS
ELLIPTIQUES DE YWEIERSTRASS.

L’équation (8.21) peut écrire, lorsque nous ne considérons que la
variation en ¢,

) d 2 AE .
@1 (7)) =+ 2y [r—rd —m] [r— 0t )],
oil

2 Ac

-3
(8.3 A ""i (3 n®) =¢*sin®y

A=) =Km.

Introduisons une fonction de \Veierstrass p(w) avant pour racines

(9.3) e, =1t — 22, ee=—3+06n-+n", e,=—3—b6n-+n,
et posons

. - ' L1 rﬂ
(9.4) plw)=3+n*—b(1 — )

(9.1) devient
05 43U — (G} = — A% [p(e) — 3 — )"

Considérons une valeur v telle que

9.6) pl) = 3+ 02,

d’ot S

©.7) [ ()] = — 4320 — 7,

il vient _

_ : dat _ p'(v) —Q _ ' .
(9.8) A T 0 — ) 2L} —L{uw+ v) + Llu—2), .
d’ou, en intégrani

At=C + 20 I(» olu—v)
(9.9) | + Al=0 <+ 2uZ(v)+ log R

Les éqnations (9.4) et {9.9) fournissent une représentation paramétrique
du mouvement.

La variable « est proportionnelle a la quantité U introduite 4 la fin du
paragraphe précédent ; on a en effet

(9.9 UP=—12@ 4+ 3 u.
Le calcul de la période w correspondant 2 e, se fait par les formules
suivantes ;



;('HOH W1 \/3:—6 :/(14—11)(3—n)—{z’(i_-n)(:*i_;_n)
| Vf*e-Lve—e VI+m@B =+ VA -0 @ +n

Lorsque n est imaginaire = nz, on pose

| 2
(9'11) t 'qJ‘—_—- —s 1
; g 34+ 1
‘et on obtient
. ’0 9 — 1 -E’-.o
On a ensuite
l _ 9
:et
S w ‘J-—J—Qq‘-}-@q”-{---- . " i_}_aq«:_}_@qls_}_
-Gzr-r— =— —_—

Vet e —e, C/’é T B—n+ YA—maLn)

Dslzf) - _]'__-E__")q4 L. cos g .
v \f 3(34+1n7)

qCDST

Pour le calcul pratique, il novs faut remplacer p at 0 par leur expres-
sion au moyen des fonctions 6.

Posant
(9.15} um%l{a E=..g__a
 Nous avons

16 =e, + \/( ) (e, — ey) 0 ()’
{9.16) pl) =e, + \{e, — e.) (e, : 9_1{c¢')J

; 9 Tz
_ —=e, 1 \'f{ea — &) (e, — &) e_i%J
et
.)TrE at
o(n) = (e M 9,(a).

" On a .
. (e, —e)(e, —e)=99—n{ = M
el

plv)—e, = —3(1 —n*).
[l vient donc par (9.4) et 9.6)

pm—p(u) \/a n* 78, ()"
(91?} y “L:l r el (Cl)




= ] — 9‘—‘12 B}(g} y
1 —n*L8,(B)
Decwnant par a,et 8, les valeurs de o et 3 correspondant 4 u =1,
vient ponr L

T 8, (a + o 8 (a)
£ A1=C, Flog g 0 — 20 g
9 (a Bn) - o B,: (Bn}

8. (Bo)
(B - Bu} . 73 9 (Bﬂ
8. (B,

(9.48)

f
.P
..I_
=)

Sy

I

[

1

1

I
.{
%3]

On a
: 1

gt (@) =sin @ — ¢° sin 5a - ¢% sin Ha -

1 e . -
q_i,_r:ez ta)==cos a 1+ ¢* ros 3a + ¢° cos Hat -

Naturellement a et B sont imaginaires. -

Dans le cas de racines réelles on voit aisément que p(}ur @ imaginaire
pur, r est réel et positif et part de zéro pour a =1. Cela correspond a
P'univers quasi-périodique. Pour 8 imaginaire pur r est infini pour § =38,
et diminue lorsque B augmente en valear absolue.

Il nous reste 4 transformer les lignes trigonométrigues i imaginaires.

Dans ce but nous posons

o §
(q'JQ) r=—2¢"t y=et,
Nous obten0n= pour Punivers quasi-périodique
: 4
agy Zro . _ \/ T=7 [aa-'t e +a D)t o 2 5]
(9-20) r 1+ : L.r—.-r '— g (@ =z )+ ¢ () + J

et pour Punivers glastique
Dy _ - __ gy =Sy L B S
@20 Ze — g 4 /I= V=V gy Db g oy g ]

T—n*ly+ty “—l—qﬁ(_viff:v‘*l-ra P +y )+
aui donne pour r = e la valeur de y, correspondant & B,.

Nous  avons ensuite pour 'équation en ¢ pour la hranche quasi-
périodique

1 - 2, 3 =3 —33_L 675,93 -5 _5
0% sh—CmlogTle TE LT TEY, ¥yt ¢y, Fa gt

—1

§ vt Y, @Y+ 5y F gy + Y
9 Yo VQ + 3‘?'(% - ¥, 3) -+ 5‘? (y: ’-5) =t e
Y+, + P+ ¢ (y,,+y %) e

Log



et pour la branche élastique

=Al—Cy=Log yy’i_y_i?;l_ﬁg(yayiﬁ:y-iﬁg)'u"q"’@fyi_"'?f_?*’_?)—
Y =Y Yo~ 0 WY, — ¥ v+ ¢y, —y "y 4
_Qy,,—y;"+3Q’(yif—-yfﬂ)+5qsfyf,—-y§5>+':L .
R o S R s WP ow N s R4

Ges formules s'appliquent tout aussi bien au cas od les racines sont
imaginaires. Alors ¢ est imaginaire pur, et puisqu’il n’intervient qu’au
- carré, il en résulte un simple changement de signe.

- On peut d’ailleurs identifier les deuy expressions en posant

. [

Les doubles signes se correspondent et
| RV | -3 .
- . . o YoV T3¢,y A+ s :
(3.235)  Gy—C,=—dlogy,+22 2 og &
Yot Uy + 0y, +y, )+ 9
Il est avantageux d’employer les. premiéres -formules pour z compris
entre 4 et [;\'— g, et les secondes pour les valeurs plus grandes de z.
Pour ¢ réef, le masimum ou le minimum de r a lieu pour z ou Y
foal 1 Vg, _ ,
l.orsqu’on se donne 7, le calenl de z et ¥ peut se faire par les formules
(L =={,3)

@025 VIEZRA +VO—TT = _ g2 _sin% ,

VIFenr—vi—wia—m & !

ou 'un des angles @ ou 8 est réel. On a alors (g=q,%)

: sin 29

~ ; g / sctg g ) tg & ( cig 98 )
b7 ,9‘ f_,z = -2 9L /’q — b s} e BT _ 4 + _..,._.._+ e
:(9 1) % q. \ ] 1810 2 . q 1 7

. g o/ tele dp ) clg 8 cig 26 A
.{_:?,q ==_l. z — 4 '—_-?‘?——u--L..a =R T + 4 4_'*____1-“-}'
@28 y A l\] ST q ‘(1 IACTET I

Pour g réel. la branche quasi-périodique correspond aux valenrs
de 8 comprises entre zéro et 43, 1a branche elastique, aux valeurs de
9 comprises entre 135 et 90 degrés. Pour g imaginaire, 'angle @ doit étre
pris entre zéro et Y} degrés.

10. LLES A)AS DE NEBULEUSES.

Un des traits caractéristiques de P"univers tel qu’il nous est révélé par
les observations astronomiques, est que, s'il existe des nébuleuses isolées,



uvu
(10,5) Nm 107" = 0,043 D* a®.

Les estimations de Hubble (M* Wilson Contr. n® 427) permettent de
caleuler la masse movenne d’une nébulense dans I'hypothése de I’équilibre.
Pour certains amas, les données de la table IX ne correspondent pas avec
les indications données dans le texte ; nous avons alors fait le caicul pour
les deux valeurs.

— = - — -_—

S AMas ‘ N t D l d | m107°
Virgo ‘ G0 | 18 | 12 el 09 07
Pegasus i 400 | 73 ¢ 1 i 0,2 -
Pisces Ry N 7 - 0,5 P01 0,7
Cancer o 9 15 1 1 07 02
Parseus B . 2.0 L 09
Coma o0 1% 1,7 0,7
Crs. Maj. 00 . @2 0,7 05
Leo VUL 32 0.6 i 0,8

Ces données sont évidemment de lrds inégale valeur. En particulier,
pour I'amas de Virgo, Shapley trouve une distance beaucoup plus grande
el un nombre moindre de nébuleuses. Pour les amas 4, B, C, D de Virgo,
Shapley lrouve pourtant des diamétres et des nombres de nébuleuses du
méme ordre de grandenr.

Si on tient compte de I'incertitude dans les données sur lesquelles sonl
hasés ces caleuls, et en particulier de la forme irréguliére de la plupart
des amas, on peut considérer le résultat comme favorable & ’hypothése
de I’équilibre des amas de nébuleuses.

La valeur aumérique de la masse trouvée pouc les nébuleuses, est de
I'ordre de grandeur indiqué par les recherches de Hubble.

Les données relatives a l'amas de Coma paraissent les plus silres,
d’antant plus gque cet amas semble avoir une forme assez globulaire,
Nous adopterons donc comme estimation de la masse moyenne des
nébulenses

0,7 10° o,

et donc, comme distance moyenne enlre les nébuleuses,
140 000 années Je lnmiére .

tiomparant cette valeur i la distance moyenne des nébulenses isolées
estimée par Hubble a

1.800.000 années de lumiére,



nous avons pour le coefficient d’expansion de 'univers

: R
(10.6) ® =13

L'hypothése de I'équilibre des amas semble donc fournir le moven de
préciser, en les confirmant, les estimations de Hubble.

Elle a encore Pintérét de donner une signification cosmologique a la
[réquence relative des amas et des nebulenses isolées.

Sans que nous sovons déja 3 méme de développer une théorie bien
précise, il est clair que i I'expansion ne s'est pas aitardée quelque peuau
voisinage de la position d’équilibre, il est & peu prés impossible que des
parties. de cet univers aient pu en nombre considérable dévier du
mouvement moyen au point d'étre en équilibre, et peut-étre pourra-t-on
montrer que si I'expansion s’est attardée trop au voisinage de 1'équilibre,
les amas devraient étre plus nombrenx et plus importants qu'ils ne le zont
réellement. tl v a la une nouvelle ligne d'attaque qui pourrait nous faire
conpaitre la valeur de 1, ou au moins exclure le voisinage des deux
valeursicritigues n® = — 3 et n* = (.

Cect suffirait 4 déterminer Uordre de grandenr du rayon de univers et
de la durée de I'expansion. _'

Nous avons, en effet, par (9.2) ot (10.9)

13.

(10.7) R, (1 —n? =R

{10.8) A’ Rf, (3+n)=¢*

soit

(10.9) ‘R, = < 10 emi *_!__A 10" années de lumiére

ABF T VIidwh \VFns
d’ou '

2
fe a .
R—=13R. =13 —\{-— rl 107 années de lumiére,
V40
SIn* n’est pas voisin de — 3, Pordre de grandenr du rayon de I’univers
est donc connu.
I1 en est de méme pour la durée de I’expansion.

Le cas limite n® = — 3 donne la solution exacte
(10.10) R=2R, sk’ SAL =R, vT M
avec .

Rn — \/Z Ro 3
d’ou

(10.41) 242 =2 x 2,303 log 13T = 5,6.



[ r , - - "
Comme 24 = 107" années, la durée de 'expansion est 3,6 X 10° années.

Pour 5 = — 0,1 on trouve par les formules du paragrapbe précédent
d0.14) 9 At = 8,437,

Lorsque n® tend vers zéro, on peut aisément trouver une valeur asymp-
tolique de la durée de I'expansion depuis R = U jusqu'a une valeur plus
-grande que Bo. Pocant

_ L R
on obtient
XV3-1

+ Log i — 2 Log(2+V3).

EX\VIF 1 \/‘3

- Cette équation montre comment fa solution tend vers la solution limite
(R, =), lorsque g tend vers zéro.

(10.44) Az-—-Logi_I_,(-i-VgL

On a
-(10.15) ¢ =T s i
et
- (10.16) B T

Vit

_ofl u représenie Papproximation avec laquelle la masee est ajustée a la
“constanle cosmique pour réaliser la position d’équilibre.
 Pour le coefficient d’expansion = 13, on trouve

(1017 341 = 5,95 + 2,66 10g1, =

Pour P'univers élastique on aurait de méme

‘{\;3—*'1 1 1 :
gi¥ "= = Log- — ,
\,"3 2 XV3+1 \/3 £° Log 2+ V3)

le temps élant ccsmpté i partir du minimum du rayon, soit

(10.13) Ar=Log 153 + =

(10.19) 9 3¢ = 5,46 + 1,33 log,, —

Lorsque n* tend vers — 3, le rayon tend vers Uinfini, mais U, la distance
angulaive que la lumicre ost capable de Iranchir durant 'espansion, tend
| YRS ZEro.
11 est intéressant de calculer R U, la distance au moment de Véquilibre
~ des points les plus éloignés qui peuvent se transmetire de la lumiére.
- On a par (9.9, (10.7) et (10.8)

C(10.20) RU=2VEEVI- 1

L
A



et

L. :
_ z 4 log «
On trouve pour n? = — 3
(10.21) Re U= 4,46 57 = 4,46 X 10° années de lumiéres.

11, CHAMP EXNTERIEUR DE SCHW ARZSCHILD.

Les équations de 'univers de Friedmann admellenl pour une masse
non nulle, des solutions oni le ravon de Punivers tend vers zéro. Ceci est
en opposition avee le résultat généralement admis qu'une masse donnée
He peut avoir un rayon plus petit que

2m
et

ou 2m en unités naturelles (K = ¢ = 1),
Ce résultat se déduit de la solution du probléme extérieur de Schwarz-
schild, :
4.1)  ds?om — — "

2m hij
r 3

— (8" + sin*0 dgh)+ (1 — 2 _ 37

Nous nous proposons de montrer que la singularité du champ n’est
pas reéelle et provient simplement de ce qu’on a voulu empioyer des
coordonnées pour lesquelles le champ est stalique.

Dans le vide, m est une constante. Considérons le cas euclidien f(x)=1
et posons

(11.2) *‘i='§§r 5’=h§—!
(3.2) devient .
11.3) r 3—} )= (r’+ Ef;)
d'on |

B

Nous pourrions écrire F(x) au lieu de X, mais cela n’introduirail aucune
généralisation.

Comme
or or

N ot



nous avons alors

15)  astm - 4202 +8r) X 200 4 it 0o + et

qui est une solution du champ dans le vide. :
A chaque instant I'espace est euclidien, et il n’y a pas de singularité

sauf pour » == ().
Si nous prenons r comme ‘coordonnée,

il doit y avoir moyen de définir

une coordonnée T de maniére i mettre le champ sous la forme de

Schwarzschild.
Oa a alors "
dr = 2 (5 4 87 (Ut — dy*
d’on

~—~(r’+8r:)dx -dr'—-(

s . S S S
s SR ool
fienth - °

o + 8 )(d!’ dedl)

— . —— e — .t —

— ———

ds'= — dr* — r*(d8" + sin® 8dg") - [c' + 2004 8r:)] drt

QA!

—-(f’+8r‘,) dxdt

et éliminant x.

ds* = — dy* — y*((6* 4 sin® 8) do* + [c‘ - -",-’ (P + 3"1)] it

+°’A\/ +8"’md:.
Posant
-\\/7"'*-8)':
(11.6) dt == dl  — . —™
C’——r‘(14+8r:)
il vient
. 2
D e o e sintedg)
. . '.‘.,._g.-‘_ o i awe e  egtiies emm te P bme @ie e &

8{r At

+C’(]-—c;—— —?—)dfg

ce qui est la forme de Schwarzschild (11.1) du champ d’une masse

ponctuelle.



La singnlarité <'introduit parce que 'expression qui figure au dénomi-
nateur dans Pexpression de dt (14.6) s’annule pour des valeurs suffisam-
ment petites de 7.

1 dépend d’une intégrale elliptique. Dans le cas particulier on A tend
vers zéro, l'intégration peat stre effectuée. Pour simplifier, prenous des
coordonnées pour lesquelles K et ¢ sont égaux 4 un.

On a 4 la limite pour A tendant vers zéro

(11.8) 3 A® ‘J": = 2m ,
dJOﬁ :
\/ 2
(H.9) dt = dt A+ =y,
| — =
r
el, en intégrant,
e i — N\ I,
(’“’IO) T = £+ 9 \,fe;_)ﬁ”. + M Lng--\:,? N\ oEm ,

| V4V 2n
transformaltion inadmissible pour des valeurs de » iniérieures & Zm.
L’équation (11.4) devient de méme

2 7
(11.11) X_t+:3—\f°3m
et la nouvelle forme du champ ¢’écrit sans singularité
(11.12 A5 = —2m D — g2 (" - s 8 o) + db?,°
0111 | 2 = |
| ; o 3 Y s S
(11.13) P o= [% \V2m(t— x)]'. P /?:%:-.%ﬁg.m (‘L- ‘X) -

La singularité du champ de Schwarzschild est donc une singularité
fictive, analogue a celle qui se présenlail a 'horizon du centre daus ia
lorme originale de Punivers de de Sitter.

12. [JEVANOUISSEMENT DE L’ESPACE.

Le rayon de I'espace peut passer par la valeur zéro. Nous nous propo-
sons de discuter ce passage, et d’examiner en particulier §'il v a moyen
d’interpréter physiquement cette valear zéro du rayon comme représen-
tant simplement une quantité petite et, dans ce cas, d’en fixer I'ordre de

grandeur.
Pour I’étude du point zéro, nous pouvons négliger la constante cosmo-

logique ; posant
(12.1) '

hm
c:

=a,



nous avons alors

z 9

Introduisant la distance angulaire U parcourue par la lumiére pendant
le temps ¢,
(13.3) 4= ng_ ,
nous trouvons aisément Vunivers cycloidal d’Einstein

f R=a(l —cosU).,
{ et =a(U—sinU).

- Lorsque U varie de U & m, R revient 4 sa valeur initiale zéro, et la
lumiére a eu juste le temps de faire le tour de leqpace simplement
elliptique. _

La question est de savoir s'il y a moyen d’émousser la pointe de la
cvclolde.

On peut se demander tout d’abord, st on n’obtiendrait pas ce résultat
en tenant compte de 'effet de la pression qui ne doit plus étre nécessaire-
ment négligeable. 1) est facile de voir, en se reportant i Péquation (3.7),
que la pression ne fait que renforcer I'action de la gravitation. La question
a d'ailleurs été iraitée en détail par Tolman.

.1l est plus important d’examiner ['effet d’'un manque d’isotropie dans la
répartilion des tensions.

Nous nous proposons d’examiner, suivant une idée que nous a commu-
niquée Einstein, un univers défini par -

(12.5) dst—=—bde — b do — b dz, + dz’

(12.4)

ol by, b,, b, sont des fonctions de z, == ¢.

Un tel univers serait naturellement inadmissible a beaucoup de pomts
de vue, mais il a I'intérét d'introduire une anisotropie marquée et laissée
largement arbitraire.

Nous pouvons aisément calculer le tenseur matemel par les formules du
paragraphe 1.

Nous avons, pour & et i dilférents de 4, par (1.9, les accents désignant
les dérivées par rapport a ¢,

bi by
1D o
(12.6) 8 55,
et

by



Les composantes T, (p # v) s’'annulent.
(12.8) V—g=10bb.b,=R?

mesure le volume occupé par une portion déterminde de matiére. R n'est
plus ict le ravon de !'ninivers, puisque 'espace est enclidien, mais le
volume de I'espace lend vers zéro 31 R tend vers zéro.
Nous avons
SR b, b, b,

LI ML
et

IR N S A S S S

3 E..._..Hn -2 _i___l__i___}

' (R R-) bl+ be+ by bf b; b

Pozant

T N A YA (b’ 5\

(12.9) [Pt 2 P % _3___;>

- - (bz 2> +k. 2 b‘:) +\53 b,

Ll L4 w

SR b by by 1
dﬁs"g;'{"%:-r'g:—?f

-

nous ohtenons

ou par (1.12)

" 2 3 4 £l

Dans tonte application raisonnable, T: T: Tz seront négatifs, en tout cas

inférieurs en valeur absolue a T: = p. R” sera donc essentiellement néga-
#if. Si'donc 4 un certain moment R’ est négatil, il faut que R atteigne la
valeur zéro et donc que le volume s’annuie.

(Oa voit gue pas plus anisotropie que la pression n’empéche I'évanouis-
sement de V'espace.

(e qui précéde n'est pas une preuve formelle de impossihilité d’éviter
le volume zéro par I'anisotropie, puisque (12.5) n’est pas la forme la plus
générale concevable, mais elle indique tout de méme dans un cas déja fort
général que I'anisotropie agit dans le sens opposé.

Il faut pourtant bien que la matiére rouve un moyen d'éviter 'éva-
nouissement de son volume.

Tant que la matiére est formée d'étoiles, ceci est manifestement impos-
sible.: '

Lorsqu’elle est condensée en une seule masse, il est clair qu'elle doit
avoir acquis une grande température bien supérieure a la temperature
critigue des liquides et que rien ne Pempéche d’atteindre un degré de
concentration comparable 4 Pintérieur du compagnon de Sirius.

Méme pour un gaz dégénéré il semble que rien ne puisse s’opposer & la
concentration, puisque P’énergie disponible M/R est indéfinie.



Lorsque les distances entre les noyaux d’atomes et les &lectrons devien-
nent de ordre de 10~ ¢m), les forces non-maxweiliannes gui empéchent
12 pénétration réciproque des particutes ultimes, doivent devenir prédo-
- minantes et sont sans doute capables d’arréter {a contraction. L’univers
- serait alors comparable & un novan atomique colossal. Si ia contraction
est arrétée, le processus doit reprendre un sens inverse. |

Adoptant, suivant Eddington, 10 comme nombre des protons existants,
- lous avons comme ordre de grandeur du rayon de "univers réduit 3 I'état
~ atomique
LT

10° = 10" em

- soit une dizaine de fois la distance du soleil.

Nous conclurens done, que seules les lorces subatomiques nueléaires
~semblent capables d’arréter la contraction de !'univers, lorsque le rayon
- de P'espace est réduit aux dimensions du systéme solaire,
~ Du point de vue cosmologique, le zéro de Pespace doit done étre traité
 tomme un commencement, en ce sens que toute struclure astronomigue
- d’une existence antérieare y aurait été complétement détruite.
~ L’époque de ce commencement, ou si on veut de ce recommencement,
~date certainement d’avant la formation de I'écorce terrestre et organisa-
- hoa du systéme solaire, soit au strict minimum d’aprés Pétude des roches

radioactiives
: 1.6 x 10 années,

Comparant cette valeur au rapport de Hubble,
% == 1.8 X 10 années,

~nous concluons que toute solution od la vitesse d’expansion a loujours été
- plus grande qu'elle ne est maintenant, est exclue.

En particulier, pour univers cycloidal d’Einstein (12.4) ou la solution
(10.10) pour R/R, petit, on avrait -

fom o — = 1.2 x 10° années.

- Nons devons donc exclure les solutions ou la valeur du rayon est
‘inférieure au rayon d’équilibre et, en particulier, les solutions quasi-
‘périodiques,

. D’un point de vue purement esthétique, on peut peut-étre le regretter.
(les solutions ol I'univers se dilatait et se contractait successivement en
se réduisant périodiquement & une masse atomique des dimensions du
'systéme solaire, avaient un charme poétique incontestahle et faisaient
‘penser au phénix de la légende.



